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ЛЕКЦИЯ 9 

 

12.5.2. Ориентированные кривые. Кривая называется ориентированной, если при 

движении вдоль нее важен порядок следования точек. Выбранное направление движения 

называют положительным ( L
+
); противоположное направление называют отрицатель-

ным (L
–
). 

 

Для простого контура (замкнутой кривой без самопересечений) в плоскости положи-

тельным считают направление обхода, при котором ограниченная контуром об-

ласть остается слева. 
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12.6. Криволинейный интеграл II рода (по координатам). 
 

12.6.1. Работа переменной силы, действующей на материальную точку при ее дви-

жении вдоль кривой.  

 

L = АВ – гладкая кривая,  движение от A к B.  

Вычисляем работу одной из действующих сил:  ( , , ); ( , , ); ( , , )F P x y z Q x y z R x y z .  

 

Если F = const,  

А
 
= ,F s  

скалярное произведение, s  – вектор пройденного пути.  

 

При переменной силе и криволинейном пути   разобьем кривую L на малые части Li: 

 

i    считаем  Li  отрезком прямой, а силу постоянной.  

 

И будем применять ту же формулу. 

А
i

* * * *( ) ( ) ( ) ( ) .i i i i i i i iF M s P M x Q M y R M z         

Mi* Li.   
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12.6.2. Определение и условия существования криволинейного интеграла II рода.  
 

f(x, y, z) определена в точках ориентированной кривой   

L = AB.  
 

Разобьем  L  точками      M0 = A,    М1,    …   , Mn = B   на  малые  части  Li= Мi-1 Мi . 

 

 
 

 

i    выберем  точку   Mi*
* * *( , , )i i ix y z  Li.   

 

Составим интегральную сумму 

* * *

1

( , , )
n

i i i i
i

f x y z x


 , 

xi = xi – xi-1 – разница значений координаты  x  для   Мi-1  и  Мi. 
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Криволинейным  интегралом  II рода  по координате  x  от  функции f(x, y, z)  по  

кривой  L  называется  число 

* * *

0 1

( , , ) lim ( , , )
n

i i i i
iL

f x y z dx f x y z x
 

  , 

где  – максимальная длина частей Li, если этот предел , не зависит от способа разбие-

ния кривой и от выбора точек Мi*.  

 

Аналогично определяются  

* * *

0 1

( , , ) lim ( , , ) ,
n

i i i i
iL

f x y z dy f x y z y
 

              
* * *

0 1

( , , ) lim ( , , )
n

i i i i
iL

f x y z dz f x y z z
 

   

 

и сумма 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

L L L L

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz P x y z dx Q x y z dy R x y z dz          

,

L

adr   

под интегралом – скалярное произведение векторов     ; ; , , ,a P Q R dr dx dy dz  .   

Вектор dr  направлен по касательной к кривой L в направлении движения.  
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Замечание. 2 2 2| |dr dx dy dz dl      

Поэтому и так обозначают: 

 , ,dr dx dy dz dl 
,      

| | | | .dr dl dl   

L L

adl adr   .

L

Pdx Qdy Rdz   

 

Условия существования криволинейного интеграла II рода. Достаточно гладкости 

кривой и непрерывности интегрируемых функций. 

 

Можно обобщить на кусочно-гладкие кривые  и на функции, имеющие конечное 

число разрывов 1 рода. 
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12.6.6. Связь криволинейных интегралов I и II рода.  

 , , , | |dr dx dy dz dr dl   

       cos , cos , cos ,dx dl dy dl dz dl           

cos, cos, cos – направляющие косинусы касательной к кривой в данной точке, направ-

ленной в сторону движения.  

( cos cos cos ) .

L L

Pdx Qdy Rdz P Q R dl          
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12.6.3. Свойства криволинейного интеграла II рода  

( , , )

L

f x y z dx . 

1. ( , , ) 0 0 0;

L

f x y z dx             ( , , ) 1 ( ) ( ).

L

f x y z dx x B x A     

2. Линейность.  
. 

3. Аддитивность.  
 

4. Интеграл «не замечает» изменения функции в конечном числе точек.  
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5. Криволинейный интеграл II рода зависит от направления движения по кривой:  
 

( , , ) ( , , ) .

LL

f x y z dx f x y z dx


  
 

 

 Свойство следует из того, что при нумерации  точек  Мi  с другого конца поменяют знак 

все разности  

xi = xi – xi-1. 
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6. Если кривая  L  перпендикулярна оси Ox, то  

( , , ) 0.

L

f x y z dx   

 

Замечание. Свойства, связанные  с оценкой интеграла с помощью неравенств, для кри-

волинейного интеграла II рода в общем случае не верны. Причина в том, что в инте-

гральной сумме значения функции умножаются на величины xi = xi – xi-1, которые могут 

иметь разные знаки.      

Не верна также в общем случае и теорема о среднем значении. 
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12.6.4. Применения криволинейного интеграла II рода. 

 

Работа переменной силы  ( , , ), ( , , ), ( , , ) ,F P x y z Q x y z R x y z  

действующей на материальную точку при ее движении вдоль кривой L в заданном 

направлении: 

А
 

( , , ) ( , , ) ( , , ) .

L L

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz Fdr      

Работа силы равна сумме работ ее составляющих.
 
 

 

А ( cos cos cos ) ,

L

P Q R dl       

cos, cos, cos – направляющие косинусы касательной к кривой в данной точке, направ-

ленной в сторону движения.  

 



11 

 

 

12.6.5. Вычисление криволинейного интеграла II рода. 

Несколько случаев параметризации кривой. 

 

1. : ( ), [ , ].L y y x x a b   

 

 с учетом направления движения по кривой, 

( , ) ( , ( ))
b

L a

f x y dx f x y x dx      или  ( , ) ( , ( )) .
a

L b

f x y dx f x y x dx 
 

 

 

 

2. 
2 2= ( ),

: , ( ) ( ) 0.
= ( ),

x x t
L t x t y t

y y t


    


  

 

( , ) ( ( ), ( )) ( )

L

f x y dx f x t y t x t dt




 
    

или   ( , ) ( ( ), ( )) ( ) .

L

f x y dx f x t y t x t dt




 
 

(в соответствии с направлением движения). 
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3.    2 2( ) + ( ) 0.

( ),

: ( ), [ , ],

( ),

x x t

L y y t t

z z t




    
 

x t y t 
 

С учетом направления движения по кривой
 

( , , ) ( ( ), ( ), ( )) ( ) .

L

f x y z dx f x t y t z t x t dt




  
 

 

 

Вывод:  с помощью уравнений, задающих кривую L,  

интеграл сводится к интегралу Римана по отрезку от функции одной переменной. 
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Пример. Вычислить  

I =
 

2( 2 ) ,

L

x xy dy xydx   

L  – полуокружность 

, 

проходимая в направлении от точки (a, 0) до точки (– a, 0). 

 

Решим задачу дважды, применяя различные способы параметризации кривой. 

 

1)  
cos ,

: [0, ].
sin ,

x a t
L t

y a t


 


 

 

2 2 2 2

0 0

( cos 2 cos sin ) cos cos sin ( sin )I a t a t t a tdt a t t a t dt
 

       

    

3 3 2 2

0 0 0

( cos 2 cos sin cos sin )a tdt t tdt t tdt
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3 2 2 2

0 0 0

( (1 sin ) sin 2 cos cos sin sin )a t d t t d t td t
  

        

     

3 3
3 3

0

sin cos 4
(sin 2 2 ) .

3 3 3

t t
a t a



   
 

I = 2( 2 ) ,

L

x xy dy xydx   

 

2)  2 2: , [ , ].L y a x x a a     

 

I = 2 2 2 2 2

2 2
( 2 )

a a

a a

x
x x a x dx x a x dx

a x

 
    


   

3
2 34

0 2 0 2 .
3 3

a
a

a a

x
x dx a





      

(интеграл от нечетной функции по отрезку вида [–a, a], равен нулю). 

 
 


