
Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
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Ðàññìàòðèâàåìûå âîïðîñû

1 Óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè:

âèäû óðàâíåíèé ïëîñêîñòè,
ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèÿõ,
âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé.

2 Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé:

âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé,
ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèÿõ,
âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ.

3 Ãåîìåòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ:

èçìåðåíèå äëèí è óãëîâ,
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïëîñêîñòÿìè (ïðÿìûìè).
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Îáîáùåíèå óðàâíåíèé ïðÿìûõ

Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè:
1 Îáùåå ax + by + c = 0,

2 êàíîíè÷åñêîå
x − x0

p
=

y − y0
q

,

3 ïàðàìåòðè÷åñêîå (âåêòîðíîå) {x = x0 + pk , y = y0 + qk : k ∈ R},
4 ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì y = kx +m,

5 â îòðåçêàõ
x

u
+

y

v
= 1,

6 íîðìàëüíîå x cosϕ+ y sinϕ− p = 0.

Ïðåâðàòÿòñÿ â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå: (1), (5) è (6).

Ïðåâðàòÿòñÿ â óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå: (2) è (3).
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×åì îïðåäåëÿþòñÿ

ïëîñêîñòü:

íîðìàëüíûì âåêòîðîì,

äâóìÿ ¾íàïðàâëÿþùèìè¿ âåêòîðàìè,

òðåìÿ òî÷êàìè,

îòñåêàåìûìè íà îñÿõ îòðåçêàìè,

íîðìàëüíûì âåêòîðîì è ðàññòîÿíèåì äî íà÷àëà êîîðäèíàò,

ïðÿìàÿ:

íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì,

äâóìÿ òî÷êàìè,

ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ïëîñêîñòåé.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

Ïîâåðõíîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì

ax + by + cz + d = 0

è ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïëîñêîñòüþ è òîëüêî åé.

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ

(a, b, c) = ~n � êîîðäèíàòû âåêòîðà íîðìàëè.

Ïîñòðîåíèå

ïî çàäàííîé òî÷êå M(x0, y0, z0) è íîðìàëüíîìó âåêòîðó ~n = (a, b, c):

a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0.
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Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå

ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåãî:

x cosα+ y cosβ + z cos γ − p = 0.

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ

p � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòè, α, β è γ � óãëû

ìåæäó íàïðàâëåíèåì íîðìàëüíîãî âåêòîðà, íàïðàâëåííîãî èç íà÷àëà

êîîðäèíàò ê ïëîñêîñòè, è êîîðäèíàòíûìè îñÿìè.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

d =
|ax0 + by0 + cz0 + d |√

a2 + b2 + c2
,

ãäå ax + by + cz + d = 0 � îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, (x0, y0, z0) �
êîîðäèíàòû òî÷êè.
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Óðàâíåíèÿ ñ ¾íàïðàâëÿþùèìè¿ âåêòîðàìè

Ïî òî÷êå è äâóì âåêòîðàì

Òàê êàê âåêòîðû (x − x0, y − y0, z − z0), ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3)
ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ ÷åðåç ñìåøàííîå

ïðîèçâåäåíèå: ∣∣∣∣∣∣
x − x0 y − y0 z − z0
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ïî òðåì òî÷êàì

Âûáåðåì îäíó òî÷êó (x0, y0, z0) è ñîåäèíèì âåêòîðàìè ~a è ~b ñ äâóìÿ

îñòàâøèìèñÿ.
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Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ

1 Ïî òî÷êå A(1, 3, 6) è íîðìàëüíîìó âåêòîðó ~n = (−2, 1,−3):

−2(x − 1) + (y − 3)− 3(z − 6) = 0.

2 Ïî òî÷êàì A(1, 3, 6) è B(5, 1, 4) è âåêòîðó ~a = (−1, 1, 3): íàéäåì
âòîðîé âåêòîð ~AB = (4,−2,−2) è ïîñòðîèì ïî ëþáîé òî÷êå

(íàïðèìåð, A) è äâóì âåêòîðàì, ò. å.∣∣∣∣∣∣
x − 1 y − 3 z − 6
−1 1 3
4 −2 −2

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Óðàâíåíèå â îòðåçêàõ

Åñëè a, b, c , d 6= 0, òî ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò âñå îñè, ïðè÷åì íå â

íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ïóñòü u, v è w � êîîðäèíàòû ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì òî÷åê

ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñ îñÿìè.

Òîãäà
x

u
+

y

v
+

z

w
= 1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå â îòðåçêàõ (îòñåêàåìûõ ïëîñêîñòüþ

íà îñÿõ).
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå

Ïëîñêîñòè ñ óðàâíåíèÿìè a1x + b1y + c1z + d1 = 0 è
a2x + b2y + c2z + d2 = 0

ñîâïàäàþò, åñëè èõ óðàâíåíèÿ èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ:

a1
a2

=
b1
b2

=
c1
c2

=
d1
d2

;

ïàðàëëåëüíûå, åñëè ñèñòåìà èõ óðàâíåíèé íå èìååò ðåøåíèé:

a1
a2

=
b1
b2

=
c1
c2
6= d1

d2
;

ïåðåñåêàþòñÿ â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ:

ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åíèÿ � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïëîñêîñòåé,
óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè � óãîë ìåæäó íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè.
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Ìîæíî ïîëó÷èòü ÷åðåç óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî

ýòîé ïðÿìîé.

Åñëè ïëîñêîñòè íå ïàðàëëåëüíûå (è íå ñîâïàäàþò), òî ðàíã

ñèñòåìû èõ óðàâíåíèé ðàâåí 2.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç äâóõ ¾ïîëåçíûõ¿ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ

íåèçâåñòíûìè, îäíó íåèçâåñòíóþ îáúÿâëÿåì ñâîáîäíîé,

ïðåäñòàâëÿåì îáùåå ðåøåíèå êàê ñóììó ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû è îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé,

ïîñòðîåííîãî ïî ÔÑÐ èç îäíîãî âåêòîðà.

Ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêîå (âåêòîðíîå) óðàâíåíèå ïðÿìîé:x
y
z

 =

x0
y0
z0

+ k ·

p
q
r

 , k ∈ R.
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Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

Ïî íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó:

x − x0
p

=
y − y0

q
=

z − z0
r

,

ãäå (x0, y0, z0) � òî÷êà ïðÿìîé, (p, q, r) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð.

Ïî äâóì òî÷êàì:

íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ñîåäèíÿåò ýòè òî÷êè.

Ïî ïåðåñåêàþùèìñÿ ïëîñêîñòÿì

îäèí èç íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ ýòèõ ïëîñêîñòåé.
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Óãëû è ðàññòîÿíèÿ

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ðàâåí óãëó ìåæäó íîðìàëüíûìè

âåêòîðàìè.

Óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ðàâåí óãëó ìåæäó

íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè.

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ è ïðÿìîé ðàâåí äîïîëíåíèþ óãëà ìåæäó

íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì

ïðÿìîé äî ïðÿìîãî óãëà.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ

îò ëþáîé òî÷êè îäíîé ïëîñêîñòè äî äðóãîé ïëîñêîñòè.
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Èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(x0, y0, z0) äî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êó N(x1, y1, z1) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~l :

d =
|[ ~MN,~l ]|
|~l |

.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè

÷åðåç òî÷êè M1 è M2 ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì ~l1 è ~l2 ñîîòâåòñòâåííî:

d =
|(~l1,~l2, ~M1M2)|
|[~l1,~l2]|

.
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