Pr_3_03. «ТОЭ ч. 3» 
Аксютин В.А.
Практическое занятие № 03
Тема: «Расчет электростатического поля по уравнениям Лапласа и Пуассона» - 2 часа.

1. Цель занятия.

Освоить методы расчета электростатического поля.
2. Основные теоретические сведения

Теоретические сведения изложены в [1] и в модуле «Mod_08_EM» разделах  «l 810 – l 817»  курса лекций.

8.1. Электрический заряд. Закон Кулона. - файл «l. 801.doc»
8.2. Напряженность электростатического поля - файл «l. 802.doc»
8.3. Безвихревой характер электростатического поля - файл «l. 803.doc».
8.4. Электрический потенциал - файл «l. 804.doc».

8.5. Графическое изображение электростатического поля - файл «l. 805.doc».

8.6. Поляризованность диэлектрика и электрическая индукция - файл «l. 806.doc».

8.7. Теорема Гаусса - файл «l. 807.doc».

8.8. Теорема Гаусса в дифференциальной форме - файл «l. 808.doc».

8.9. Уравнения Пуассона и Лапласа - файл «l. 809.doc».
8.10. Теорема единственности - файл «l. 810.doc».

8.11. Проводники в электростатическом поле - файл «l. 811.doc».

8.12. Граничные условия в электростатическом поле - файл «l. 812.doc».
8.13. Энергия взаимодействия точечных заряженных тел - файл «l. 813.doc»
8.14. Энергия электростатического поля - файл «l. 814.doc»
8.15. Силы, действующие в электрическом поле - файл «l. 815.doc».

8.16. Методы расчета электростатических полей - файл «l. 816.doc».
8.17. Распределение потенциалов и зарядов в системе проводящих тел - файл «l. 817.doc».

Расчет электростатического поля по уравнениям, записанным в дифференциальной форме.
Расчёт выполняется в три этапа:

1. Для каждой расчетной области записывается уравнения Лапласа или Пуассона в соответствующей системе координат:
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  - уравнения Пуассона (для областей, где есть заряд)
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 уравнения Лапласа (для областей, в которых нет заряда)
Для декартовой системы координат:
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Для цилиндрической системы координат:
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Для сферической системы координат:
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2. Для каждой области определяется общее решение для потенциала φ.
3. Из полученных решений для потенциала определяется вектора напряженности поля Е и D для каждой области по формуле: 
[image: image6.wmf]Egrad
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 в соответствующей системе координат.
Для декартовой системы координат:
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Для цилиндрической системы координат:
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Для сферической системы координат:


[image: image9.wmf]R

1

Egradeee

RR

ay

jjj

j

qy

æö

¶¶¶

=-=-++

ç÷

¶¶¶

èø

.
4.  Записываются граничные условия для соответствующих границ.

- нормальная составляющая вектора электрической индукции на границе двух непроводящих сред претерпевает скачок, равный поверхностной плотности свободных зарядову распределенных на границе.

Dln—D2n =σ или  ε1aЕln—ε2aE2n =σ
Если σ = 0, то

Dln= D2n;          ε1a Eln —ε2aE2n =0
- на границе двух непроводящих сред касательные составляющие вектора напряженности электрического поля равны. 
Elτ=E2τ    или    
[image: image10.wmf]12
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- на поверхности раздела двух сред потенциал непрерывен φ1 = φ2
-если одна из сред проводящая, а вторая диэлектрик с проницаемостью εа, то граничные условия несколько изменятся:
Е2 = 0;   D2 = 0;    φ2 = const; 
Dln = D1 = σ   или     εаЕ1 = σ;

Е1τ = 0 или D1τ = 0.

5. Поученная система уравнений разрешается относительно постоянных интегрирования и определяются зависимости Е, D и φ для соответствующих областей.
3. Решение типовых задач

Задача 1
Рассчитать электростатическое поле в двухслойном плоском конденсаторе рис 1. Толщина слоёв диэлектрика d1 и d2. Диэлектрические проницаемости ε1a и ε2a. Площадь обкладок S. Напряжение, приложенное к обкладкам U. 
Определить зависимости E, D и φ от х.
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Рис. 1
Решение

1. Запишем уравнение Лапласа в 1 и 2 областях.
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Будем считать слои диэлектрика очень тонкими и краевым эффектом можно пренебречь, что приводит к зависимости напряженности и потенциала поля только от координаты х. Уравнения можно записать:
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Решая эти уравнения, получим:
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3. Из полученных решений для потенциала определяется вектора напряженности поля Е и D для каждой области по формуле: 
[image: image17.wmf]Egrad
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 в соответствующей системе координат.
Первая область 0 ≤ x ≤ d1
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или 
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Вторая область d1 ≤ x ≤ d
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4. Записываются граничные условия для соответствующих границ.
- граница  x = 0
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где q- заряд на обкладках конденсатора, обусловленный присоединённым источником напряжения U.
- граница  x = d

[image: image26.wmf]234
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- граница  x = d1
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Решая эти уравнения, определим константы:
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5. Поученная система уравнений разрешается относительно постоянных интегрирования и определяются ёмкость конденсатора, зависимости Е, D и φ для соответствующих областей.

Ёмкость конденсатора 
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Первая область 0 ≤ x ≤ d1;
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Вторая область d1 ≤ x ≤ d
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Рис. 2. Потенциал, напряженность и индукция поля плоского конденсатора.
Задача 2
Рассчитать электростатическое поле заряженного бесконечного цилиндра l=∞ радиуса a (рис 3) и объёмной плотностью ρ=const. Диэлектрическая проницаемость цилиндра ε1a.
Определить зависимости E, D и φ от r.


Рис. 3. Заряд, равномерно распределенный в объеме цилиндра.
Решение

1. Запишем уравнение Лапласа для 1 и 2 области.
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Будем считать слои диэлектрика бесконечно длинными, что приводит к зависимости напряженности и потенциала поля только от координаты r. Уравнения можно записать:
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Решая эти уравнения, получим:


[image: image47.wmf]2

112

1a

r

ClnrÑ

4

jr

e

=-++

;   
[image: image48.wmf]234

ClnrÑ

j

=+


3. Из полученных решений для потенциала определяется вектора напряженности поля Е и D для каждой области по формуле: 
[image: image49.wmf]Egrad
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 в соответствующей системе координат.

Первая область 0 ≤ r ≤ a
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или 
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Вторая область a ≤ r ≤ ∞

[image: image53.wmf]3
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или 
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4. Записываются граничные условия для соответствующих границ.
- граница  r = 0
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очевидно, что 
[image: image58.wmf]12

CÑ0

==

. 
- граница  r = d
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Решая эти уравнения, определим константы:
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5. Поученная система уравнений разрешается относительно постоянных интегрирования и определяются зависимости Е, D и φ для соответствующих областей.
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Рис. 4. Потенциал, напряженность и индукция поля цилиндрического заряженного диэлектрика.
Задача 3
Рассчитать электростатическое поле заряженного сферического диэлектрика радиуса a (рис 5) и объёмной плотностью ρ=const. Диэлектрическая проницаемость сферы ε1a.
Определить зависимости E, D и φ от r.

Рис. 5. Заряд, равномерно распределенный в объеме сферы.
Решение

1. Запишем уравнение Лапласа для 1 и 2 области.
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Будем считать слои диэлектрика бесконечно длинными, что приводит к зависимости напряженности и потенциала поля только от координаты r. Уравнения можно записать:
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Решая эти уравнения, получим:
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3. Из полученных решений для потенциала определяется вектора напряженности поля Е и D для каждой области по формуле: 
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 в соответствующей системе координат.

Первая область 0 ≤ R ≤ a
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или 
[image: image78.wmf]1

1

2

1a

C

R

E

3R

r

e

=-

     и    
[image: image79.wmf]11a1

DE

e

=


Вторая область a ≤ R ≤ ∞
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или 
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4. Записываются граничные условия для соответствующих границ.
- граница  R = 0
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очевидно, что 
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- граница  R = d
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Решая эти уравнения, определим константы:
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5. Поученная система уравнений разрешается относительно постоянных интегрирования и определяются зависимости Е, D и φ для соответствующих областей.


[image: image91.wmf]1

1a

R

E

3

r

e

=

;   
[image: image92.wmf]1

R

D

3

r

=

;   
[image: image93.wmf]2

1

1a

R

6

r

j

e

=-

;

[image: image94.wmf]3

2

2

0

a

E

3R

r

e

=

;   
[image: image95.wmf]3

2

2

a

D

3R

r

=

;   
[image: image96.wmf]2

0

2

01a

aa

1

3R2

e

r

j

ee

æö

=--

ç÷

èø

.

Рис. 6. Потенциал, напряженность и индукция поля сферического заряженного диэлектрика.
4. Задачи для самостоятельного решения

Задача 4


Ответ: 
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Задача 5









Ответ: 
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Задача 6









Ответ: 
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Контрольные вопросы и задания
1. Запишите полную систему уравнений электростатического поля в дифференциальной форме.
2. Запишите граничные условия в электростатическом поле.
3. Как связаны между собой вектор напряжённости и потенциал в электростатическом поле?
4. Как получить уравнение Пуассона в электростатическом поле?
5. Как получить уравнение Лапласа в электростатическом поле?
6. Запишите уравнение Пуассона в декартовой, цилиндрической и сферической системе координат?
7. Чем отличается уравнения Лапласа и Пуассона?
8. Каков порядок расчета электростатического поля по уравнениям Лапласа и Пуассона? 
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По уравнениям Лапласа и Пуассона 


определить ёмкость однослойного плоского конденсатора.
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По уравнениям Лапласа и Пуассона 


определить ь ёмкость сферического конденсатора.
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По уравнениям Лапласа и Пуассона 


определить ёмкость цилиндрического конденсатора длиной  l
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