[bookmark: _Toc24027158]Задание 2. Позиционные системы счисления и методы измерения количества информации. Элементы комбинаторики

Компьютер может хранить и обрабатывать только представленную в виде двоичных кодов (оцифрованную) информацию. При решении задач двоичного кодирования одним из наиболее важных требований является уменьшение объема памяти компьютера, которая понадобится для хранения закодированных объектов; поэтому коды обычно следует подбирать наименьшей возможной длины.
Если, например, требуется закодировать сообщение минимально возможным числом бит, нужно знать мощность алфавита, которым записано сообщение. При этом алфавит – это любой ограниченный набор символов, применяемый для записи сообщений (кодирования). Например, можно представить 1 и 0 двоичной системы как алфавит из двух символов.
Мощность алфавита М – это количество символов в этом алфавите. Число бит n, необходимых для кодирования всех символов алфавита в двоичной системе счисления:
n=log2M
Если log2M – не целое число, то n принимается равным ближайшей большей степени 2. Например, если в алфавите 26 символов, то n=5, т.к.:
log216< log226< log232
16< 26< 32
24< 26< 25
4< log226< 5

Те же правила распространяются на системы с любыми основаниями.
Число разрядов, необходимых для кодирования К объектов в системе счисления с основанием q:
n=logqK

С помощью n бит можно составить K = 2n различных n-разрядных двоичных кодов и закодировать 2n  различных объектов (чисел, символов, цветов и т.д.). 
Так, 1 бит (разряд) может содержать только 1 или 0 (21 возможных состояния), на двух битах можно получить 4 различных кода (00, 01, 10, 11), на 3 битах можно представить одно из 8 возможных значений, 23 (000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111) и т.д.
В системе счисления с основанием q на n разрядах существует K = qn различных чисел (кодов). Так, например, в троичной системе на 2 разрядах можно представить 32=9 различных значений (00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22). 
Если мощность алфавита М, а число букв в слове n, то можно составить Mn различных слов (комбинаций). Например, если в русском алфавите 32 буквы, то можно составить 325= 33554432 слов из 5 букв.

Пример (задание 10 демовариант ЕГЭ 2016). Игорь составляет таблицу кодовых слов для передачи сообщений, каждому сообщению соответствует своё кодовое слово. В качестве кодовых слов Игорь использует пятибуквенные слова, в которых есть только буквы П, И, Р, причём буква П появляется ровно 1 раз. Каждая из других допустимых букв может встречаться в кодовом слове любое количество раз или не встречаться совсем. Сколько различных кодовых слов может использовать Игорь?
Решение. Существует 5 вариантов расположения буквы П в пятибуквеннном слове:
П****		*П***		**П**		***П*		****П
Остальные две буквы, кроме П (И и Р), могут появляться на позициях, где нет П, в любых комбинациях. Две буквы на четырех оставшихся позициях дают 24=16 комбинаций. Всего возможных кодовых слов будет
16*5=80

Пример. Сколько слов длины 5, начинающихся с согласной буквы и заканчивающихся гласной буквой, можно составить из букв З, И, М, А? Каждая буква может входить в слово несколько раз. Слова не обязательно должны быть осмысленными словами русского языка.
Решение. Варианты расположения гласных и согласных букв в начале и в конце слова:
З***И		З***А		М***И	М***А
В каждом случае на оставшихся трех местах могут стоять любые буквы алфавита в любом сочетании, т.е. число возможных вариантов 43=64. Общее число слов, составленных по такой схеме – 4*64=256.

Пример. Сколько существует различных символьных последовательностей длины 5 в четырёхбуквенном алфавите A, Б, В, Г, которые содержат ровно две буквы A?
Решение. Можно решить задачу перебором. Все варианты размещения двух букв А в пятибуквенном слове:
АА***		*АА**		**АА*		***АА		*А**А
А***А		А**А*		А*А**		**А*А		*А*А*
Всего 10 вариантов. На остальных трех местах может находиться любая из букв Б, В, Г, т.е. 33=27 вариантов. Всего можно найти 27*10=270 слов.
В этой задаче самое важное – правильно найти число вариантов расположения буквы А. Чтобы обойтись без перебора, можно воспользоваться следующей теоремой  комбинаторики[footnoteRef:1]: число различных перестановок с повторениями из элементов {a1,a2,…an}, в которых элементы a1,a2,…an повторяются соответственно k1, k2,…kn  раз, равно [1:  Приведенное в формуле k! – это обозначение факториала числа k: k!=12…k (т.е. произведение всех чисел от 1 до k).] 

[image: \displaystyle {(k_1+k_2+\dots+k_n)!\over k_1!k_2!\dots k_n!}.]

У нас есть в сущности только два различных объекта – буква А и все остальные. Буква А повторяется два раза, остальные – три раза. Тогда по формуле число перестановок 


т.е. две буквы А в слове из 5 букв можно разместить 10 способами (см. выше). Затем число вариантов размещения двух букв А (10) умножается на число комбинаций для оставшихся трех букв по трем позициям (27).

Пример.  На световом табло расположены индикаторы, каждый из которых может окрашиваться в красный, синий, зеленый или желтый цвет. Каково минимальное число индикаторов, необходимое для передачи 700 различных сигналов?
Решение. Четыре цвета индикатора можно рассматривать как четыре буквы алфавита или четыре цифры системы счисления. Тогда для получения не менее 700 различных кодов потребуется 5 индикаторов:
n=log4700=5
 
Пример. В слове из двух букв на первом месте может стоять одна из букв А или В, а на втором – одна из букв C, D, E. Сколько всего можно составить таких слов?
Решение. При таком небольшом выборе букв задачу можно решить обычным перебором вариантов:
AC
AD
AE
BC
BD
BE
т.е. всего шесть вариантов. При большем числе букв и длине слова можно использовать закономерность: если в слове из N букв на первом месте может быть одна из а1 букв, на втором – одна из а2 букв, … на N месте – одна из аN букв, то всего можно составить 
а1а2…aN
слов. В данном примере ответ можно было получить как произведение а1=2 и а2=3, т.е. 6.
[bookmark: _GoBack]	Эта закономерность касается и любых других объектов.
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