
ЗАМЕЧАНИЕ. При решении следующих задач будут использованы термины, которые мы сейчас введем.


Область (D) плоскости  
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будем называть  y-трапецией, если она может быть задана системой неравенств вида  a x b, y1(x)  y y2(x). Такая область допускает удобную штриховку вертикальными отрезками: все их нижние концы лежат на кривой  y = y1(x), все верхние на кривой  y y2(x)  (рис.71).

Аналогично введем понятие x-трапеции: c y d, x1(y)  x x2(y).  (рис.71).  Для  x-трапеции удобна горизонтальная штриховка.
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Рис.71

В случае  y-трапеции  
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Тело (T) в пространстве назовем  z-брусом, если оно может быть задано следующим образом:  (x, y)(D  длянекоторой области D в плоскости  
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, ограниченной замкнутой кусочно-гладкой кривой,  z1(x,y)  z z2(x,y). Каждый  z-брус может быть “заполнен” отрезками ,параллельными оси  
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,  нижние концы которых лежат на поверхности  z z1(x,y) ”дне”, а верхние  на поверхности  z z2(x,y) ”крышке”. Аналогично введем понятия  y-бруса  и  x-бруса (рис.72). 
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Рис.72

ЗАДАНИЕ  5. Изменить порядок интегрирования в интеграле
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Восстановим область интегрирования  (
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Изобразим область интегрирования на чертеже. Найдем точки пересечения параболы 
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Рис.73

Уравнение “нижней” (левой) кривой есть 
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   и в результате подстановки пределов получим следующий повторный интеграл: 
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Ответ.  
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ЗАДАНИЕ  6. Найти объем тела, ограниченного поверхностями
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Тело 
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Дно и крышка - две плоскости, уравнения которых содержат z. Они пересекаются по линии (исключим  z из системы):
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Изобразим область (
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. Её ограничивают линии, определяемые боковыми стенками, и найденная нами линия пересечения «дна» и «крышки»:
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Область (
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Так как координата y точек области (
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) положительная, то «дном» является плоскость z=0, а «крышкой» - плоскость z=3y.
Объем может быть найден с помощью двойного интеграла. Учитывая, что тело “стоит” на плоскости  
[image: image50.wmf]XoY

,  для объема запишем формулу 
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Ответ. Объем тела равен 80.

Теперь, зная проекцию тела – область (
[image: image53.wmf]D

) – и линию пересечения «дна» и «крышки», легко представить тело  
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 (в угловой точке (4;4) значение z вычислим и отложим вверх).
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Рис.74

ЗАДАНИЕ  7. Найти объем тела, ограниченного указанными поверхностями.


Приведем решение двух задач на вычисление объемов тел, рассматривая тела с различной геометрией поверхности.
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1). Тело 
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 ограничено двумя поверхностями: параболоидом 
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Это – уравнение линии пересечения дна и крышки, то есть - граница области (
[image: image64.wmf]D

). Упростим его и сделаем рисунок области. 
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Объем тела может быть вычислен с помощью тройного интеграла по формуле  
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В декартовой системе координат его вычисление сопряжено со значительными трудностями, так как тройной интеграл записывается через повторный следующим образом:
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Запишем интеграл в цилиндрической системе координат 
[image: image71.wmf])

,

,

(

z

j

r

, с которой декартова система связана формулами 
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Якобиан  преобразования  
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В нашем случае 
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Запишем уравнения параболоида и плоскости в цилиндрической системе координат:
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Ответ. 
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Изобразим это тело на чертеже (рис.75). 
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Рис.75 
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Условие 
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Как и в предыдущем случае, перейдем к цилиндрической системе координат.
Рис.76
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Переведём уравнения поверхностей, ограничивающих тело, в цилиндрические координаты: 
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Ответ. 
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РЕШЕНИЕ.

Объем тела может быть вычислен по формуле  
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Если выписать уравнения всех границ,  пять из них будут иметь уравнения z=f(x,y).
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Понятно, что в декартовых координатах вычислять не стоит.
Две поверхности являются сферами, третья – полуконус, отсюда вывод -  удобны сферические координаты. Перепишем уравнения границ:
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Так как у нас нижний полуконус, то угол 
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Подынтегральная функция представляет собой произведение функций, каждая из которых зависит только от одной переменной, а пределы интегрирования постоянны, то повторный интеграл представляет собой просто произведение трех интегралов
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Для объема тела получим
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Рис.77
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Область (
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Как для областей, заключенных между концентрическими окружностями с центром в начале координат “родной” является полярная система координат, так и для эллиптических колец  “своей “ является обобщённая полярная система координат
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В данном случае повторный интеграл есть произведение двух определенных интегралов, так как внутренний интеграл по 
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Таким образом,    
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ЗАДАНИЕ  10. Найти массу тела 
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Область 
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Рис.79


Масса тела может быть вычислена по формуле: 
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В  декартовых координатах: (D): 0 x 1,  0 y 
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Замечание. В цилиндрической системе координат вычисления упрощаются:
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Ответ. Масса заданного тела равна  1.
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