Глава 5. Введение в математический анализ

Математический анализ – раздел математики, в котором функции и их обобщения изучаются методом пределов. К основным понятиям, используемым в математическом анализе относятся понятия числа, величины, функции и предела. Напомним здесь некоторые известные понятия и определения.

§ 5.1. Действительные числа. Числовая ось. 

Абсолютная величина числа

5.1.1. Действительные числа

Математический анализ имеет дело с величинами, характеризуемыми,  в том числе, числами. Число – это результат счета (натуральные числа), либо результат измерения величины. 

Отметим здесь, что величина суть абстракция тех понятий, с которыми имеют дело различные научные дисциплины. С точки зрения математического анализа интересна, в первую очередь, количественная характеристика естественно-физической величины.

10. Рациональные числа – все положительные и отрицательные целые числа и дроби, а также нуль. Сложение, вычитание, умножение и деление рациональных чисел опять приводит к рациональному числу. Каждое рациональное число может быть представлено конечной или бесконечной периодической дробью (и наоборот).

20. Сопоставление рациональных чисел с точками прямой линии приводит к тому, что в последовательности рациональных чисел повсюду обнаруживаются «просветы» и желание изучать прямую линию (как объект математики) приводит к необходимости в пополнении рациональных чисел таким образом, чтобы числа получили такую же сплошность, то есть полноту и непрерывность, как и сама прямая. Достигается это введением иррациональных чисел, которые могут быть представлены в виде бесконечной непериодической дроби. Арифметические операции с иррациональными числами проводятся по тем же правилам, что и с рациональными числами.

30. Рациональные и  иррациональные числа называются действительными (вещественными) числами, которые можно расположить в возрастающем порядке: из двух неравных чисел одно всегда больше другого. Всякое положительное число больше нуля, всякое отрицательное число меньше нуля.

40. Действительные числа интерпретируются геометрически. Для этого вводится числовая ось, то есть прямая линия, на которой указывается начало отсчета длин, масштаб и положительное направление. Между совокупностью точек числовой оси и совокупностью действительных чисел устанавливается взаимно однозначное соответствие: каждая точка числовой оси изображает одно и только одно число, и каждое число является координатой одной и только одной точки числовой оси. Поэтому точки числовой оси и числа, соответствующие им, отождествляют (говорят «точка (», «точка 2» и т.д., понимая при этом «число (», «число 2» и т.д.).

5.1.2. Абсолютная величина числа

О п р е д е л е н и е. Абсолютной величиной (модулем) числа а называется число, обозначаемое символом (а ( и равное:
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Геометрически модуль числа а есть расстояние от точки с координатой а до начала отсчета.

Из определения следует, что: 1) 
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Имеют место следующие свойства абсолютной величины (доказываются на основании определения):

1) Пусть b > 0. Тогда равносильны неравенства (а ( ( b и – b ( а ( b.
2) Пусть b > 0. Тогда неравенствo (а ( ( b равносильно объединению неравенств а ( – b и  а ( b: (а ( – b) ( (а ( b) (( – символ объединения множеств).

(a + b + ... + c(( (a (+ (b (+ ... +(c (.

(a – b(( (a (– (b (.

(a ( b ( ... c (( (a (( (b ( ... (c (.
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§ 5.2. Действительные функции одной переменной

5.2.1. Основные понятия, определения

10. Понятие функции состоит из трех частей: 1) области определения D; 2) множества Т, содержащего область значений Е; 3) правила, которое для каждого элемента из области D задает единственный элемент из области Т.

20. Для функций действительной переменной их области определения D и области значений Е принадлежат множеству действительных чисел R. Если обозначить функцию символом f , а элементы D и E – символами x и y , то функция f по определенному правилу ставит в соответствие каждому элементу x ( D единственное значение y ( E, что записывается в виде

f:  D ( E или y = f (x).

По традиции x называют независимой переменной (аргументом) а y – зависимой переменной – функцией. Иногда функцию обозначают тем же символом, что и значение, и пишут y = y (x).

30. Способы задания функций: 1) аналитический (т.е. математической формулой, называемой аналитическим выражением и дающей возможность вычислить значение функции); 2) графический; 3) при помощи таблицы; 4) при помощи словесного описания.

40. Функция определена для x ( R , если значение f (x) конечное и вещественное. Множество значений x, для которых функция определена, образует область определения (область существования) D ( R . В простейших случаях D есть открытый промежуток (интервал) (a; b): a ( x ( b , или полуоткрытые промежутки [a; b): a ( x ( b, (a; b]: a ( x ( b, или закрытый промежуток (отрезок, сегмент) [a; b]: a ( x ( b , где a и b – некоторые числа или символы – ( и + ( (в последних случаях равенства исключаются). Если функция задана аналитически и об области определения ничего не сказано, то ее считают множеством всех чисел, при которых формула, задающая значение функции, имеет смысл, и называют естественной областью определения функции D ( f ) .

50. Множество всех значений, которые функция принимает на элементах своей области определения, есть область значений E ( R.
60. Считая, что x – некоторая точка М числовой оси, а соответствующее значение y = f (x) – точка М' другой числовой оси, функцию называют отображением. Тогда точка М' – образ точки М, а точка М – прообраз точки М'.

70. Сложная функция. Если функция y = f (u) отображает  область определения E в область значений L, а функция  u = g (x) отображает  свою область определения D в область значений 
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y = f (g(x))
(5.1)

отображает D в L. Запишем иначе: если f : Е ( L и g : D ( 
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f 
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 g : D ( L .
(5.2)

Из (5.1) и (5.2) следует (f
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g) (х) = f (g (x)), т.е. функция f
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g реализует идею: «применяй g, затем применяй f ».

80. Неявная функция. Пусть дано уравнение вида F (x, y) = 0 и пусть существует такое множество Х, что для каждого x0 ( X существует, по крайней мере, одно число y, удовлетворяющее уравнению F (x0, y) = 0. Обозначим одно из таких чисел через y0 и поставим его в соответствие числу x0. В результате имеем функцию f , определенную на множестве Х и такую, что F (x0, f (x0)) = 0 для всех x0 ( X . В этом случае говорят, что функция f задается неявно уравнением F (x, y) = 0. Уравнение F (x, y) = 0 может задавать не одну, а некоторое множество неявно заданных функций.

90. Основные элементарные функции: постоянная y = С (С – const); степенная y = xa; показательная y = ax (a > 0); логарифмическая 
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; тригонометрические y = sin x, y = cos x, y = tg x, y = ctg x; обратные тригонометрические y = arcsin x,  y = arccos x, y = arctg x, y = arcctg x.

100. Элементарной функцией называется всякая функция, которая может быть явным образом задана с помощью формулы, содержащей лишь конечное число арифметических операций и композиций (суперпозиций) основных элементарных функций.

110. Классы элементарных функций

1) Целые рациональные функции:
y = a0xn + a1xn–1 + a2xn–2 + ... + an–1x + an,   ai = const (i = 0, n).

Сумма, разность и произведение целых рациональных функций есть целая рациональная функция.

2) Дробные рациональные функции:
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Заметим, что класс целых рациональных функций содержится в классе дробных рациональных функций.

3) Алгебраические функции: между y и x существует зависимость вида

p0(x)yn + p1(x)yn–1 + ... + pn-1(x)y + pn(x) = 0,

где p0(x), p1(x),..., pn(x) – многочлены относительно х; при этом y удовлетворяет определенным требованиям. Классы 1), 2) содержатся в классе алгебраических функций.

4) Трансцендентные функции – это всякие функции, не являющиеся алгебраическими. Можно показать, что показательная, логарифмическая, прямые и обратные тригонометрические функции, степенная с иррациональным показателем являются трансцендентными.

Пример 1. Определить область определения  функций:

а) y = arcsin (1 – x) + lg (lg x); б) y = lg (sin (( / x)).

Решение. а) Так как функция 
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 определена при (x(( 1 , а функция  
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, то аргумент  x должен удовлетворять нескольким условиям одновременно, т.е. D ( f ) получается пересечением множеств:

D ( f ) = (x >0) ( (lg x > 0) ( (|1 – x| ( 1) =

= (x > 0) ( (x >1) ( (– 1 ( 1 – x ( 1 ) =

= (x > 1) ( (0 ( x ( 2) = (1 < x ( 2); D ( f ) = (1; 2].

б) Так как функция sin x определена (x ( R, 
[image: image20.wmf]lg
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 определена при x > 0 и функция sin ((/x) определена (x ( R, кроме х = 0, то

D ( f ) = (x ( 0) ( (sin ((/x) > 0) =

= (x ( 0) ( (2(k < (/x < (1 + 2k) () =

= (x ( 0) ( (1/((2k + 1) < x/( < 1/2(k) =

= (x ( 0) ( (1/ (2k + 1) < x < 1/2k), k = 0, (1, (2,...  .

Итак, D ( f ): 1/(2k + 1) < x < 1/2k, k = 0, (1, (2,... .

Пример 2. Сложную функцию y = arcsin (lg (tg 23x)) представить цепочкой из основных элементарных функций

Решение. y = arcsin z, z = lg u, u = tg v, v = 2w, w = 3 x; таким образом, y – «пятисложная» функция.

Пример 3. Функция y = f (x) задана в неявном виде уравнением x2 + y2 = R2. Написать функцию в явном виде.

Решение. Решив уравнение F (x, y) = x2 + y2 – R2 = 0 относительно y, получим в явном виде две однозначные функции y = + 
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 с одной и той же областью существования, но с различными областями значений. Обе они удовлетворяют исходному уравнению, и выбор конкретной из них, если необходимо, определяется из геометрических, или физических, или иных соображений. 

5.2.2. Некоторые типы функций

Ограниченные функции. Функция f (x) называется ограниченной сверху (снизу) в области D, если существует такое число М, что (х ( D выполняется f (x) ( M ( f (x) ( M).
Функция f (x) называется ограниченной в D, если она ограничена и сверху, и снизу, т.е. существуют такие числа М и N (M < N) , что (х ( D выполняется M ( f (x) ( N.
Пример 4.
а) функция y = x2 ограничена снизу на всей числовой оси, ибо для всякого числа М ( 0 выполняется x2 ( M , но не ограничена сверху.

б) функция y = tg x не ограничена на всей числовой оси, но ограничена на [0; (/4], ибо (х ( [0; (/4] выполняется 0 ( tg x ( 1, т.е. существуют числа М ( 0, N ( 1 и такие, что M ( tg x ( N.
в) функция 
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 ограничена на всей числовой оси, ибо (M ( 1 выполняется |sin x| ( M  (– M ( sin x ( M).

Монотонные функции. Пусть: 1) функция f (x) определена в D;
2) (x1, x2(D приращение функции (f = f (x2) – f (x1). Функция f (x) называется монотонно возрастающей (убывающей) в D в строгом смысле, если для  x1 < x2 выполняется 
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 или (f > 0 ((f (x1) > f (x2) или (f < 0), и называется неубывающей (невозрастающей), если f (x1) ( f (x2) или (f ( 0 ((f (x1) ( f (x2), или (f ( 0).

Пример 5. Доказать, что функция f (x) = cos x – монотонно убывающая в интервале (0; ().

Решение. 


(f = f (x2) – f (x1) = cos x2 – cos x1 = –2 sin ((x2 + x1)/2) sin ((x2 – x1)/2).
(5.3)
Так как (x1, x2 ( (0; (), при x1 < x2 имеем 0 < (x2 ( x1)/2 < ( и, следовательно, sin ((x2 ( x1)/2) > 0, то из (5.3) следует, что (f < 0 или f (x1) > f (x2), т.е. f (x) = cos x монотонно убывает в (0; ().

Четные и нечетные функции. Функция f (x), определенная в симметричном интервале (– l, l), называется четной, если f (–x) ( f (x), и нечетной, если f (–x) ( – f (x).
Пример 6.

а) f (x) = 5x – x3, f (–x) = 5(–x) – (–x)3 = – 5x + x3 = – (5x – x3) ( – f (x), таким образом, функция f (x) – нечетная.

б)
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, функция 
[image: image28.wmf]()

gx

 – четная.

Пример 7. Доказать, что всякую функцию, определенную в (– l, l), можно представить в виде суммы четной и нечетной функций.

Решение. f (x) = f (x)/2 + f (x)/2 = [ f (x) + f (–x)]/2 + [ f (x) – f (–x)]/2 =

= (1(x) + (2 (x), где (1(x) = [ f (x) + f (–x)]/2, (2 (x) = [ f (x) – f (–x)]/2;

(1(–x) = [f (–x) + f(–(–x))]/2 = [ f (–x) + f (x)]/2 ( (1(x), значит, (1(x) – четная;

(2(–x) = [ f (–x) – f(–(–x))]/2 = [ f(–x) – f (x)]/2 ( – (2 (x), значит, (2(x) – нечетная.

Периодические функции. Функция f (x), определенная в D, называется периодической, если существует число Т > 0 такое, что (x ( D выполняется


f (x ( T) = f (x).
(5.4)

Наименьшее из Т, для которых выполняется (5.4), называется периодом f (x) ; тогда kT (k = ( 1, (2,...) – период функции в широком смысле слова.

Пример 8. Найти, если существует, период функции f (x) = sin ax (a ( 0).

Решение. Функция определена (x ( R. По определению sin a (x + T) = = sin ax, 
[image: image29.wmf]sin()sin0
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 – уравнение для определения Т; преобразуем его: 2cos (ax + aT/2) sin (aT/2) = 0. Так как x – любое из R, то последнее уравнение выполняется, если sin (aT/2) = 0, отсюда aT/2 = k(, T = 2k(/a. Наименьшее положительное (отличное от нуля) Т получим при k = 1. T = 2(/a.

Замечание. Функции sin ax, cos ax имеют период Т = 2(/a, функции tg ax, ctg ax – период Т = (/a.
Теорема 5.1. Если функция f (x), определенная в D1, имеет период Т1, а функция ( (x), определенная в D2, – период Т2, то: 1) определенная в D =D1 ( D2 функция f (x) ( ( (x) будет периодической с периодом Т, если отношение Т1/Т2 – рациональное число; 2) период Т – наименьшее общее кратное чисел Т1, Т2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) По определению (5.4):


f (x) = f (x + k1T1), ( (x) = ( (x + k2T2),
(5.5)

где k1, k2  – целые.

Пусть функция
[image: image30.wmf]()()
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 – периодическая с периодом Т, тогда по определению (5.4) 
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, отсюда с учетом (5.5) следует Т = k1T1 = k2T2 или Т1/Т2 = k2/k1. При целых k1, k2 отношение k2/k1 – рациональное число.

2) Доказать самостоятельно.

Пример 9. Будет ли периодической функция y = sin x + sin (x
[image: image32.wmf]2

)?

Решение. Функции f (x) = sin x и ( (x) = sin (x
[image: image33.wmf]2

) определены (x ( R и имеют периоды Т1 = 2( и Т2 = 2(/
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 соответственно. Тогда y определена (x ( R. Так как Т1/Т2 = (2()/(2(/
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)=
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 – иррациональное (трансцендентное) число, то функция y = sin x + sin (x
[image: image37.wmf]2

) – непериодическая.

5.2.3. Обратная функция

Пусть даны множества Х = {x} и Y = {y} и функции f : X ( Y и g: Y ( X, при этом функция f двум разным значениям x1 и x2 из Х ставит в соответствие разные значения y1 = f (x1) и y2 = f (x2) из Y.

Функцию g будем называть обратной к функции f , если для всякого x ( X выполняется

g (f (x)) = x
и для всякого y(Y выполняется

f ( g (x)) = y.

Функция g , обратная к f , обозначается f –1. Если учесть, что традиционно функцию обозначают y, а аргумент обозначают х, то обратной функцией к y = f (x) будет y = f –1(x). Примем без доказательства следующую теорему.

Теорема 5.2. Если функция f строго монотонна в области Х и имеет область значений Y, то для нее существует однозначная обратная функция f –1, определенная на Y и с областью значений Х.

Если непрерывная функция не является строго монотонной во всей своей области определения, то, если возможно, область определения разбивают на интервалы, в которых функция строго монотонна, и в каждом таком интервале справедлива теорема 5.2.

Для функций, заданных аналитически y = f (x), обратную функцию можно получить, выразив х через y , затем, следуя традиции, условимся менять х и y местами.

Пример 10. Найти обратную функцию для функции y = x2.

Решение. Если областью определения функции y = x2 считать всю числовую ось, то на ней функция не является строго монотонной: на (–(, 0) функция убывает, на (0, +() – возрастает, и однозначно определенной обратной функции нет. Но на интервалах монотонного изменения функции y = x2 обратная функция существует:

а) x ( [0, + (): y = x2, x = – 
[image: image38.wmf]y

, т.е. обратная функция y = – 
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;

б) x ( [0, + (): y = x2, x = + 
[image: image40.wmf]y

, т.е. обратная функция y = 
[image: image41.wmf]x

;

Взаимно обратными функциями являются, например (D – область определения функции, E – область значний функции),

а) f (x) = cos x   
[image: image42.wmf][
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   f –1 (x) = arcos x;   
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б) f (x) = sin x   
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   f –1 (x) = arcsin x;   
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в) f (x) = tg x   
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   f –1 (x) = arctg x;   
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г) f (x) = ctg x   
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   f –1 (x) = arcctg x;   
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д) 
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§ 5.3. Предел функции

5.3.1. Определение предела функции непрерывного аргумента в точке. Геометрическая интерпретация

Важнейшим понятием математического анализа является понятие предела функции в данной точке.

Сначала приведем пример.

Пример 11. Рассмотрим функцию  y (x) = 
[image: image54.wmf]2
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 с областью определения D (y) = (– (, 1) ( (1, + (). Графиком этой функции в декартовой системе координат Oхy является прямая с выколотой точкой 
[image: image55.wmf]0
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 (т.е. точка М0 не принадлежит графику функции, ибо при х = 1 функция не определена) (рис. 5.1).

Пусть текущая (переменная) точка М (х, y (x)) графика функции y (x) принадлежит r-окрестности точки М0 (1;2), т.е. расстояние между точками М и М0 меньше r: |М М0| ( r (r > 0). Тогда найдутся такие числа ( ( 0 и ( ( 0, что координаты х и y текущей точки М будут принадлежать проколотой (-окрестности (читается: «дельта-окрестности») точки х0 = 1 на оси Ох и проколотой (-окрестности (читается: «эпсилон-окрестности») точки y0 = 2 на оси Oy, т.е. значения х удовлетворяют неравенствам 1 – ( < x < 1 + (, x ( 1, а значения y – неравенствам 2 – ( < y < 2 + (, y ( 2 (иначе это можно записать так: |x – 1| < (, x ( 1 и |y – 2| < (, y ( 2). При уменьшении r будут уменьшаться и числа ( и (, тогда переменные точки М (х,y) графика «располагаются ближе» к точке М0 (1;2) и, следовательно, координаты x и  y текущей точки «располагаются ближе» к точкам x0 = 1 и y0 = 2.

Расплывчатое понятие «точки располагаются ближе» заменяется математическим термином «точка стремится к точке» и с помощью символов ( («стремится») и (() («точка») записываются так: 

М (х,y) ( М0 (х0,y0) (или (() М ( (() М0), х ( x0, y ( y0.

Слово «стремится» означает, помимо прочего, «движется». Таким образом, можно представить (для наглядности), что точка М движется к точке М0, точка х движется к точке x0  по оси Ох и точка y движется к точке y0 по оси Оy, при этом не указывается характер движения, а только направление движения, и которое является неисчерпаемым по времени. Нельзя указать момент, когда точка М (х,y) достигнет точки М0 (1;2) (ей это запрещено сделать!), но процесс приближения точки М к точке М0 следует безостановочно, и точка М может сколь угодно близко «подойти» к точке М0 и, следовательно, точки x и  y могут сколь угодно близко приблизиться к точкам x0 = 1 и y0 = 2, соответственно. Отметим, что числа r, ( и ( взаимно связаны: с уменьшением одного из чисел уменьшаются и два других числа. Для функции 
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 из вышесказанного следует: 
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 ( 2, когда х ( 1.

Еще раз подчеркнем, что при рассмотрении данного примера в терминах (-( (читается: «на языке эпсилон-дельта») слова «движется», «стремится» и символ ( применяются для наглядности (!), хотя переменные x и  y не «движутся», не «стремятся», не приближаются к чему-то в физическом смысле.

Дадим определение предела функции по Коши (Коши Огюстен Луи (1789-1857) – французский математик).

Определение. Число А называется пределом функции f (х) при х ( x0 (читается: «при х, стремящемся к x0») (или, что то же, в точке x0), если для любого ( ( 0 существует ( (() (  0 такое, что для всех х, удовлетворяющих неравенствам |x – x0| < (, x ( x0, выполняется неравенство | f (х) – А| < (. Символически это записывается: 
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 или f (х) ( А при х ( x0.

С помощью кванторов ( (квантор общности) и ( (квантор существования) определение записывается так:

А = 
[image: image59.wmf]0
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, если ((( > 0) ((( > 0) (0 < |x– x0| < ( ( | f (х) – А| < ().

Замечание 1. Это определение предела функции называют определением предела «на языке (-(».

Ключ к правильному пониманию определения предела на «на языке (-(» лежит в обращении «естественного» порядка, в котором рассматриваются переменные. Прежде всего мы отмечаем границу ( для зависимого переменного, а уже потом стремимся определить подходящую границу ( для независимого переменного.

Кроме того, x стремится к x0, но никогда не принимает значение x0 (это исключается требованием x ( x0). Таким образом, можно применять определение предела «на языке (-(» к функциям, не определенным при x ( x0, но имеющим тот или иной предел при x, стремящемся к x0.

Замечание 2. Данное определение предела функции в точке не единственное.

Определение. (-окрестностью точки x0 (обозначается U (x0,() = (x0 – (, x0+()) называется множество значений х, удовлетворяющих условию |x – x0| < ( или двойному неравенству ( < x – x0 < (, или x0 – ( < x < x0 + (.

Определение. Проколотой (-окрестностью точки x0 (обозначается 
[image: image60.wmf]o

U

(x0,() = (x0 – (, x0) ( (x0 , x0 + ()) называется множество, получающееся удалением точки x0 из ее (-окрестности, то есть это множество значений х, удовлетворяющих неравенствам |x – x0| < (, х ( х0 (или, что то же, 0 < |x – x0| < ().

Приведем геометрическую интерпретацию предела функции в точке. В прямоугольной системе координат Охy значение функции откладывается, как обычно, на оси ординат. График функции f (x) представлен на рис. 5.2. Пусть задано некоторое ( > 0 . Неравенство | f (x) – A| < ( равносильно двойному неравенству A – ( < f (x) < A + ( , которое является окрестностью точки А (заданной заранее) на оси ординат, а на плоскости Охy возникает полоса шириной 2(, которую назовем (-коридором точки А. По ( > 0 отыскивается число ( > 0 и на оси Оxy возникает (-окрестность точки x0 (число x0 задано заранее), соответствующая неравенству |x – x0| < (. График функции лежит в (-коридоре точки А для всех х из (-окрестности точки x0. Если для любой заданной сколь угодно малой окрестности точки А найдется (-окрестность точки x0 такая, что для всех х из (-окрестности точки x0 (х ( х0) график функции f (x) попадает в (-коридор точки А, то число А называется пределом функции f (x) в точке x0 (при х ( х0).

Пример 12. Пусть f (x) = С, где С – const, D ( f ) = R . Используя определение предела, показать, что
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(5.7)

Решение. Зададим ( > 0, тогда из условия | f (x) – С| < ( вытекает |
[image: image62.wmf]CC
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| < ( или 0 < ( для всякого х из R, в том числе и для х, удовлетворяющих условиям x0 – ( < x < x0 + (, х ( х0, где ( – любое положительное число. Таким образом, по определению предела, С =
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, т.е. предел постоянной равен этой постоянной в любой точке x0.
Пример 13. f (x) = х, D ( f ) = R. Используя определение предела, показать, что
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(5.8)

Решение. Зададим ( > 0, тогда из условия | f (x) – х0| < ( следует |x – x0| < ( или x0 – ( < x < x0 + (. Примем ( ( (. Тогда для всех х, удовлетворяющих условиям x0 – ( < x < x0 + (, 
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xx

¹

  выполняется x0 – ( < x < x0 + ( и, по определению предела, х0 = 
[image: image66.wmf]0

lim.

xx

x

®


Пример 14. Используя определения предела, показать, что 
[image: image67.wmf]2
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Решение. Зададим ( > 0 (достаточно малое), тогда из условия | f (x) 
[image: image68.wmf]-

 A| < ( следуют эквивалентные соотношения: |x2 – 4| < (, 4 
[image: image69.wmf]-

 ( < x2 < 4 + (, 
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 < x < 
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. Отнимаем из всех частей последнего неравенства 2:
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– 2 < x – 2 <
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 – 2 или – (2 – 
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) < x – 2 < 
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 – 2. 

Пусть (1 = (2–
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) > 0, (2 = (
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 – 2) > 0. В качестве исходного ( выберем меньшее из (1 и (2: ( = min {(1,(2} = 
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 – 2. Итак, для любого сколь угодно малого ( > 0 нашлось ( = 
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 – 2 такое, что для всех х, удовлетворяющих условиям |x – 2| < (, x ( 2, выполняется |x2 – 4| < (, а тогда, по определению предела, 
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5.3.2. Односторонние пределы функции

Предел функции можно рассматривать не только в точке x0, но и при стремлении к точке x0 по оси Ох с разных сторон (слева и справа).

Определение. Число А называется пределом функции f (x) при х ( x0 слева (при х ( x0 справа), если для любого сколь угодно малого ( > 0  существует ( (() > 0  такое, что для всех х, удовлетворяющих условию x0 – ( < x < x0 (удовлетворяющих условию x0 < x < x0 + () выполняется неравенство | f (x) 
[image: image81.wmf]-

 A| < (.

При этом пишут:

f (x0 – 0) = 
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– предел в точке x0 слева (левосторонний предел) (рис. 5.3, а),

f (x0 + 0) = 
[image: image83.wmf]0
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– предел в точке x0 справа (правосторонний предел) (рис. 5.3, б).

Замечание. Если x0 = 0, то пишут

f (+ 0) = 
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,           f (– 0) = 
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5.3.3. Условие существования предела функции

Связь между односторонними пределами и пределом функции в точке устанавливает следующая теорема (доказательство опустим).

Теорема 5.3. Для того, чтобы функция 
[image: image86.wmf]()
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 в точке  имела предел, необходимо и достаточно, чтобы в этой точке существовали оба односторонних предела и они были равны.

Пример 15. Показать, что функция f (x) = 
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 не имеет предела в точке x0 = 2.

Решение. Чтобы решить задачу, надо проверить условие теоремы 5.3, то есть найти односторонние пределы f (2 – 0) и f (2 + 0) и сравнить их, если они существуют.

По формуле (5.8) имеем 
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, а тогда существуют односторонние пределы (по теореме 5.3) и f (2 – 0) = 
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. В примере 14 показали, что 
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, а тогда следует существование односторонних пределов (по теореме 5.3) и f (2 + 0) = 
[image: image91.wmf]2
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. Получили f (2 – 0) ( f (2 + 0) , то есть односторонние пределы функции f (x) в точке x0 = 2 не равны друг другу, а по теореме 5.3 это означает, что предела данной функции в точке x0 = 2 нет.

5.3.4. Пределы функции на бесконечности (при х ( ( ()

В случае, если x0 – один из символов бесконечности, в определении предела используют символ ( ( ( – заглавная буква дельта).

Определение. Число А называется пределом функции f (x) при х ( + ( (при 
[image: image92.wmf]x
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), если для любого ( > 0 найдется  ((() > 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих условию х > ( (х < – (), выполняется неравенство | f (x) 
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Предел при х ( + ( обозначается 
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, его геометрическая иллюстрация на рис. 5.4, а; предел при х ( – ( обозначается 
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 и его иллюстрация – на рис. 5.4, б.

5.3.5. О локальных свойствах функций, имеющих предел

Из определения предела следует, что значения, которые функция принимает в точках, лежащих вне любой фиксированной окрестности точки x0, не влияют ни на существование, ни на значение предела функции в точке x0, поэтому как существование предела, так и его значение, если предел существует, являются локальными свойствами функции в точке. С помощью определения «на языке (-(» легко доказываются следующие утверждения (локальные свойства функций):

1) Если функция f (x) имеет предел при х ( x0, то существует окрестность точки x0 , в которой функция ограничена.

2) Если функция f (x) имеет предел при х ( x0, равный А ( 0 (А ( 0), то существует окрестность точки x0 такая, что в этой окрестности f (x) ( 0 (f (x) ( 0), то есть в некоторой окрестности точки x0 функция сохраняет знак своего предела.

3) Если функции f (x) и g (x) определены в некоторой окрестности точки x0, кроме, может быть, самой точки x0, и при каждом х, принадлежащем проколотой окрестности точки x0, они принимают равные значения f (x) = g (x), то тогда их пределы в точке x0 одновременно существуют и равны между собой:
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(ибо в их определении участвуют только значения функции в проколотой окрестности), либо пределы одновременно не существуют.
На этом утверждении основано правило раскрытия неопределенности вида (0/0) с помощью сокращения дробей (определение неопределенности дадим позже).

Пример 16. Найти 
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Решение. Функция f (x) = 
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 не определена в точке х = 2. В этой точке имеем неопределенность вида (0/0), ибо, как легко показать, по определению предела, что (х2 – 2х) ( 0 и (х – 2) ( 0 при х ( 2.

Наряду с функцией f (x) рассмотрим функцию g (x) = x , которая получается из функции f (x) сокращением на двучлен х – 2. Функции f (x) и g (x) совпадают в проколотой окрестности точки x0 = 2 и, кроме того, как следует из (5.8), 
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 = 2. Тогда, согласно утверждению 3,
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Сказанное является обоснованием вычислений, которые имеют вид:
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§ 5.4. Бесконечно малые и бесконечно большие функции

5.4.1. Определение бесконечно малой функции

Определение 1. Функция ( (x) называется бесконечно малой функцией (б.м.ф.) или просто бесконечно малой в точке x0 (или при х ( х0), если 
[image: image107.wmf]0
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Аналогично определяются бесконечно малые при х ( (, х ( + (, х ( 
[image: image108.wmf]-

 (, х ( х0 – 0, х ( х0 + 0.

Определение 2. («на языке (-(» ). Функция ( (x) называется бесконечно малой в точке x0, если для любого ( ( 0 найдется число ( ( 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих условиям |х –  х0| ( (, х ( х0 выполняется неравенство |( (x)| ( (.

Функция ( (x) может быть бесконечно малой в точке x0, а в других точках не быть бесконечно малой.

Пример 17. а) Функция y(x) = x2 является бесконечно малой в точке x0 = 0 (
[image: image109.wmf]2
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= 0), но ни в какой другой точке не является бесконечно малой. Доказывается по аналогии с решением примера 14.

б) Функция y(x) = 1/(x – а), а ( 0 является бесконечно малой при х ( + ( (х ( – (). Действительно, для ( ( 0 из условия |y(x)| = |1/(x – а)| ( ( следует |x 
[image: image110.wmf]-

 а| ( 1/( или (x – а ( 1/() ( (x – а ( – 1/(), или (x ( а + 1/() ( (x ( а – 1/().

Выберем (1 = (а + 1/() ( 0 и (2 = (а – 1/() ( 0. Тогда для всех х, удовлетворяющих условию х ( (1, выполняется |1/(x – а)| ( (, т.е., по определению из п. 5.3.4, 
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Для всех х, удовлетворяющих условию х ( – (2 , выполняется неравенство |1/(x – а)| ( (, т.е., по определению из п. 5.3.4, 
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5.4.2. Свойства бесконечно малых

Теорема 5.4. Пусть ( (х) и ( (х) бесконечно малые функции в точке x0 и f (x) – ограниченная функция в окрестности точки x0. Тогда:

а) алгебраическая сумма ( (х) + ( (х) есть бесконечно малая в точке x0,

б) произведение f (x) ( (х) есть бесконечно малая в точке x0.

Доказательство. а) По условию, 
[image: image113.wmf]0

lim()

xx

x

®

a
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 = 0, то есть для любого ( ( 0 существует (1 ( 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих условиям |х – х0| ( (1 , х ( х0, выполняется неравенство |( (x)| ( (/2, и существует (2 ( 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих условиям |х – х0| ( (2, х ( х0, выполняется неравенство |( (x)| ( (/2. Для ( = min {(1, (2} выполняются оба неравенства |( (x)| ( (/2 и |( (x)| ( (/2. Тогда неравенство |( (x) + ( (x)| ( |( (x)| + |( (x)| < ( (/2 + (/2 = (  выполняется для всех х из (-окрестности точки х0, а это означает,

по определению предела, что
[image: image115.wmf]0
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 = 0 , а тогда, по определению, ( (x) + ( (x) – б.м.ф. в точке х0.

б) По условию, f (x) – ограниченная функция в окрестности точки x0, то есть, по определению из п.5.2.2., существует число К ( 0 такое, что | f (x)| ( К для всех х из (1-окрестности точки х0.

Из условия 
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 = 0 следует, что для любого ( ( 0 существует (2 ( 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих условиям |х – х0| ( (2, х ( х0 следует неравенство |( (x)| ( (/К. Пусть ( = min {(1, (2}. Тогда неравенство | f (x) ( (x)| = = | f (x)| |( (x)| ( К ((/К) = ( выполняется для всех х из (-окрестности точки х0, а это означает, что
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 = 0, то есть f (x) ( (x) – б.м.ф. в точке х0. 

Следствие 1. Произведение бесконечно малой функции в точке х0 на постоянную есть бесконечно малая в этой точке.

Следствие 2. Алгебраическая сумма и произведение конечного числа бесконечно малых функций в точке х0 есть бесконечно малая в этой точке.

5.4.3. Теорема о связи функции с ее пределом

Теорема 5.5. Для выполнения равенства
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 = A необходимо и достаточно, чтобы функция ( (x) = f (x) – A была бесконечно малой в точке х0.

Доказательство. Необходимость. Пусть
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 = A, тогда, по определению предела, для любого ( ( 0 существует ( ( 0 такое, что для всех х из проколотой (-окрестности точки х0 выполняется | f (x) – А| ( (, и тогда 
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, то есть, по определению бесконечно малой, ( (x) – б.м.ф. в точке х0.

Достаточность. Пусть f (x) – А = ( (x), где ( (x) – б.м.ф. в точке х0, то есть для любого ( ( 0 существует ( ( 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих условиям |х – х0| ( (, х ( х0, выполняется неравенство |( (x)| ( (, а тогда | f (x) 
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 А| ( (, то есть, по определению предела,
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Из теоремы 5.5 следует, что
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 ( 5.9)

где ( (x) – б.м.ф. в точке х0; при этом говорят, что функция f (x) в окрестности точки х0 отличается от А на бесконечно малую функцию.

5.4.4. Бесконечно большие функции

Определение. Функция F (x) называется бесконечно большой функцией (б.б.ф.) или просто бесконечно большой в точке х0 (или при х ( х0), если для любого сколь угодно большого числа М найдется число ((0 такое, что для всех х, удовлетворяющих неравенствам 
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, х ( х0, выполняется неравенство |F (x) | > M.

При этом пишут
[image: image126.wmf]0

lim()

xx

Fx

®

 = ( (
[image: image127.wmf]0

lim()

xx

Fx

®

 = + ( (–()).

Аналогично определяются бесконечно большие при х ( (, х ( + (, х ( – (, х (  х0 – 0, х ( х0 + 0.

Пример 18. Функция f (x) = 
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 не определена в точке х0 = а. Покажем, что
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Действительно, пусть задано М ( 0, тогда из условия 
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 ( М вытекают два неравенства: 
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 ( – М. Из неравенства 
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 ( М следует, что x должен удовлетворять условиям 
[image: image135.wmf]0

xa

->

 и х – а ( 1/М. Пусть 1/М = (, тогда для всех х, удовлетворяющих двойному неравенству а ( х ( а + (, выполняется неравенство 
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 ( М, то есть, по определению б.б.ф., 
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Из неравенства 
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( – М следует, что что x должен удовлетворять условиям 
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 и х – а ( –1/М. Тогда для всех х, удовлетворяющих двойному неравенству а – ( ( х ( а, выполняется неравенство 
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 ( – М, то есть, по определению б.б.ф., 
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. Заметим еще, что для всех х, удовлетворяющих условиям |х – а| ( (, х ( х0, выполняется неравенство 
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, то есть, по определению бесконечно большой функции, функция f (x) = 
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 – б.б.ф. в точке х0 , т.е. 
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График этой функции в окрестности точки х0 = а представлен на рис. 5.5: справа от точки х0 = а график «уходит вверх до плюс бесконечности», а слева от точки х0 = а – «уходит вниз до минус бесконечности».

Пример 19. Показать, что функция 
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Решение. Из определения предела функции при 
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 (см. п. 5.3.4) и определения б.б.ф. следует: для всякого сколь угодно большого 
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Замечание. Если n – целое > 0, то
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5.4.5. Связь между бесконечно большой и бесконечно малой функциями

Теорема 5.6. а) Если 
[image: image159.wmf]()
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 – бесконечно малая функция в точке х0, то 
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 – бесконечно большая в точке х0.

б) Если F (x) – бесконечно большая функция в точке х0, то 1/F (x) – бесконечно малая в точке х0.

Доказательство. а) По условию,
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=0, а это значит, по определению б.м.ф., что для любого ( ( 0 найдется ( ( 0 такое, что для всех х из проколотой (-окрестности точки х0 выполняется неравенство | ((x) |( (, откуда следует неравенство 
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 – б.б.ф. в точке х0, по определению из п.5.4.4.

Часть б) теоремы 5.6 доказать самостоятельно.

Пример 20. а) 
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б) Так как функция 
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§ 5.5. Свойства функций, имеющих конечный предел

5.5.1. Единственность предела функции

Примем без доказательства теорему.

Теорема 5.7. Если существует предел функции в точке х0, то он – единственный.

5.5.2. Арифметические свойства пределов

Теорема 5.8. Пусть функции 
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и 
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 имеют конечные пределы в точке х0:
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Тогда:
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При доказательстве равенств используется теорема 5.5. (о связи функции с ее пределом) и доказываются они по одной схеме. Докажем равенства (5.12) и (5.14).

Доказательство равенства (5.12). Так как 
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f (x) = A + ( (x), g (x) = B + ( (x),
(5.15)
где ( (x), ( (x) – б.м.ф. в точке х0. Тогда
f (x) ( g(x) = A ( B + (( (x) ( ( (x)) = A ( B + ( (x),

где ( (x) – б.м.ф. в точке (по теореме 5.4. а). Поэтому, в силу достаточности теоремы 5.5., имеем 
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Доказательство равенства (5.14). В силу формул (5.15) имеем
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где ( (x) = 
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 – б.м.ф. в точке х0 (в силу теоремы 5.4., следствий из нее и ограниченности функции 1/g(x) в окрестности точки х0). Итак, 
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Доказательство равенств (5.11) и (5.13) рекомендуется читателю проделать самостоятельно.

Замечание. Формулы (5.12) и (5.13) обобщаются на конечное число слагаемых и сомножителей.

Пример 21.
Вычислить пределы функций:
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Решение.
а) 
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5.5.3 Предельный переход в неравенствах

Теорема 5.9 (теорема сравнения). Пусть 
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Доказательство. а) Предположим противное, т.е. что 
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По условию теоремы
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Примем 
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б) Для всякого 
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§ 5.6. Непрерывность функции

С понятием предела функции связано другое важное понятие математического анализа – понятие непрерывности функции. Терминология – непрерывность и разрывы функции – связана с интуитивным представлением о непрерывности и разрывах кривой: функция непрерывна, если непрерывен её график, точки разрыва функции отвечают точкам разрыва графика. На деле, однако, понятие непрерывности кривой само требует обоснования и простейший путь к нему лежит как раз через непрерывность функции.

5.6.1. Непрерывность функции в точке

Пусть дана функция f (x) с областью определения D ( f ). При рассмотрении предела f (x) в точке x0 может оказаться, что точка x0 принадлежит D ( f ) (x0 ( D) или, наоборот, x0 не принадлежит D ( f ) (x0 ( D). Случай x0 ( D ( f ) представляет особый интерес, т.к. приводит к важнейшему понятию непрерывной функции. 

Приведем несколько эквивалентных определений непрерывности функции в точке.

Определение 1. Функция f (x) называется непрерывной в точке x0, если выполняются следующие условия:

1) функция определена в точке x0 и некоторой ее окрестности;

2) существует предел функции в точке x0: 
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3) предел функции в точке x0 равен значению функции в этой точке, т.е.
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(5.15, a)

Условие (5.15 ,а) означает, что в случае непрерывности функции в точке x0 предел f в этой точке находится по простому правилу: следует вычислить значение самой функции в точке x0 (это значение должно быть конечным).

Так как 
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 = x0 (см (5.8)), то формулу (5.15, а) можно записать:
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т.е. для непрерывной функции можно переставить знак функции и знак предела (точнее, для непрерывной функции перестановочны операции предельного перехода и взятия функции).

Если функция непрерывна в точке 
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, то точку 
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будем называть точкой непрерывности 
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Определение 2 («на языке (-( » ). Функция f (x) называется непрерывной в точке x0, если она определена в этой точке и некоторой ее окрестности, и для любого ( ( 0 найдется ( (() ( 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих условию |х – х0| ( (, выполняется неравенство | f (x) – f (x0)| ( (.

Замечание. В отличие от определения предела функции 
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Если обозначить х – х0 = (х – приращение независимой переменной, а f (x) – f (x0) = (f – приращение функции, то определение 2 можно перефразировать в терминах приращений, и как следствие дать еще определение непрерывности функции в точке.

Определение 3. Функция f (x) называется непрерывной в точке x0, если: 1) она определена в точке x0 и некоторой ее окрестности, 2) существует
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(5.15, б)

Приведем определение односторонней непрерывности функции в точке.

Определение. Функция f (x) непрерывна в точке x0 слева (справа), если f (x0 – 0) =
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 = f (x0) (f (x0 + 0) =
[image: image271.wmf]0

0

lim()

xx

fx

®+

 = f (x0)), то есть односторонний предел функции f в точке равен значению f в этой точке.

5.6.2. Непрерывность функции на промежутке
Определение. Функция f (x) называется непрерывной на интервале (a, b), если она непрерывна в каждой точке этого интервала.

Определение. Функция f (x) непрерывна на отрезке [a, b], если она: 

1) непрерывна на интервале (a, b), 2) непрерывна в точке х = a справа и в точке х = b непрерывна слева: f (a + 0) = f (a), f (b – 0) = f (b).

5.6.3. Арифметические операции над непрерывными функциями

Теорема 5.10. Пусть функции 
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 непрерывны в точке 
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Доказательство теоремы следует из определения непрерывности функции и теоремы 5.8 об арифметических действиях под знаком предела. Для примера приведем доказательство непрерывности 
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В силу непрерывности 
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Замечание. Утверждение теоремы распространяется на случай любого конечного числа функций.

5.6.4. Непрерывность сложной функции

Теорема 5.11. Пусть функция 
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Доказательство. Согласно определению 2 непрерывности функции при 
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Пусть задано произвольное 
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Действительно, положим 
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Доказанная теорема может быть сформулирована также в связи с понятием предельного перехода.

Теорема. Если 
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5.6.5. Непрерывность обратной функции

В теореме 5.2. были сформулированы условия существования обратной функции. Непрерывность обратной функции устанавливается следующей теоремой (примем пока без доказательства).

Теорема 5.12. Если функция 
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5.6.6. Непрерывность основных элементарных и элементарных функций

1. Так как 
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2. Так как 
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3. Степенная функция с целым показателем 
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Замечание. Непрерывность степенной функции 
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б) дробно-рациональная функция 
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5. Показательная функция 
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Пусть 
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Раскрывая скобку по формуле Ньютона:
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Несложно показать, что функция будет непрерывна и при 
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6. Логарифмическая функция 
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7. Тригонометрические функции.
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б) Для доказательства непрерывности функции 
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и теоремой о непрерывности сложной функции 
[image: image403.wmf]sin

yu

=

 и 
[image: image404.wmf]/2

ux

=p+

.

в) Непрерывность функций 
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8) Обратные тригонометрические функции arcsin x, arccos x, arctg x, arcctg x.
Их непрерывность в области определения устанавливается на основании теорем 5.2 и 5.12 о существовании и непрерывности обратной функции.

9) Степенная функция
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По определению степени действительного числа с действительным показателем, областью определения этой функции является интервал 
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На основании вышеизложенного имеет место следующая

Теорема 5.13. Основные элементарные функции непрерывны в области их определения.
Что касается элементарных функций, то для них справедлива

Теорема 5.14. Элементарная функция непрерывна в области её определения.
Доказательство. По определению всякая элементарная функция строится из основных элементарных функций с помощью конечного числа арифметических операций и суперпозиций. Так как по теореме 5.13 основные элементарные функции непрерывны в области их существования, арифметические операции и суперпозиции над непрерывными функциями приводят снова к непрерывным функциям (см. теоремы 5.10 и 5.11), то на каждом этапе построения элементарной функции непрерывность сохраняется. Теорема доказана.

5.6.7. Примеры на вычисление пределов с использованием понятия непрерывной функции

Пример 22.
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Пример 23. 
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Пример 24. 
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 = [под знаком предела стоит непрерывная в точке x0 = 2 функция, применим (5.15,а)] = 
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Пример 25. 
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 = [под знаком предела стоит непрерывная в точке x0 = –2 функция; см. (5.15,а)] = 
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5.6.8. Свойства функций, непрерывных на замкнутом промежутке

Сформулируем без доказательства следующие свойства непрерывных на отрезке функций.

1 (об ограниченности функции). Если функция f (x) определена и непрерывна на отрезке [a, b] , то она ограничена на этом отрезке.

Напомним, что функция f (x) называется ограниченной на отрезке [a, b], если существует число М > 0 такое, что для всех x ( [a, b] выполняется неравенство ( f (x)( ( M или – M ( f (x) ( M, т.е. график f (x) не выходит из полосы, ограниченной прямыми y = M и y = – M (рис. 5.6).

2 (о нуле функции). Если функция f (x) непрерывна на отрезке [a, b] и на концах отрезка принимает значения разных знаков (f(a) (f(b) ( 0), то существует, по крайней мере, одна точка с ( (a, b), в которой f (с) = 0. Геометрически это означает, что график функции при переходе из одной полуплоскости, границей которой является ось абсцисс, в другую пересечет эту ось хотя бы в одной точке (рис. 5.7).

3 (о промежуточном значении). Пусть функция f (x) непрерывна на отрезке [a, b], при этом f (a) = A, f (b) = B (A(B). Пусть, далее, С – любое число между А и В. Тогда на отрезке [a, b] найдется, по крайней мере, одна точка с такая, что f (с) = С.

Другими словами, непрерывная функция при переходе от одного значения к другому принимает все промежуточные значения (рис. 5.8).

4 (о наибольшем и наименьшем значениях). Если функция f (x) непрерывна на отрезке [a, b], то на этом отрезке она достигает своих наибольшего и наименьшего значений, т.е. на отрезке [a, b] существует, по крайней мере, одна точка ( и, по крайней мере, одна точка ( такие, что f(() = 
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 (рис.5.9).

Замечание. Вышеперечисленные свойства непрерывных функций не имеют места:

а) если отрезок [a, b] заменить на интервал (a, b);

б) если функция f (x) не является непрерывной хотя бы в одной точке из отрезка [a, b].

§ 5.7. Два замечательных предела

5.7.1. Первый замечательный предел

Рассмотрим функцию y = 
[image: image438.wmf]sin
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x

; она определена для всех x ( (– (, + (), кроме x = 0. Функция – четная, ибо (см. п.5.2.2.) y (– x) = (sin (–x))/(– x) = = (sinx)/x = y(x).
График функции в окрестности точки x0 = 0 представлен на рис.5.10.

Докажем первый замечательный предел:


[image: image439.wmf]0
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Рассмотрим дугу окружности радиуса R с центром в точке О. Пусть ОB образует с радиусом ОС угол, радианная мера которого есть x (0 < x < (/2) (рис. 5.11). Отрезки АD и ВС перпендикулярны ОС. Тогда ОА = ОС = R, АD = Rsinx, ВС = R tg x , площадь треугольника ОАС: S(OAC = (1/2)OC·АD = (1/2) =R2 sinx , площадь сектора АОС: SAOC = (1/2) R2 x , площадь треугольника ОВС: S(OBC = (1/2)OC ·BC = (1/2) R2 tg x.

Очевидно, имеет место соотношение S(OAC < SAOC < S(OBC или, что то же самое (1/2) R2 sinx < (1/2) R2 x < (1/2) R2 tg x, откуда получаем

sin x < x < tg x.                       (5.19)

Разделив эти неравенства на sin x, получим 1 < x/sin x < 1/cos x или 1 > (sin x)/x > cos x , откуда находим (вычтя единицу из всех частей двойного неравенства) 0 > (sin x)/x – 1 > cos x – 1 или            0 < 1 – (sin x)/x < 1 – cos x. Так как sin2 ( < sin ( при ( ( (0; (), то, учитывая первое неравенство из (5.19), имеем 1–cosx < 2sin2(x/2) < 2sin(x/2) < 2(x/2) = x. Итак, 0 < 1–(sin x)/x < x при 0 < x < (/2.

Возьмем ( > 0 и положим ( = min {(, (/2}. Тогда для всех х, удовлетворяющих неравенствам 0 < x < ( ,будет выполняться неравенство x < ( , поэтому 0 < 1 – (sin x)/x < ( , откуда (1 – (sin x)/x( < (. Это означает, по определению предела, 
[image: image440.wmf]0

sin

lim

x

x

x

®+

=1. В силу четности функции f (x) = (sin x)/x существует левосторонний предел
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. Отсюда в силу теоремы 5.3. (об условии существования предела) следует, что 
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Используя первый замечательный предел и арифметические свойства пределов и непрерывных функций, решим нижеприведенные примеры пределов (раскроем неопределенности (0/0)).

Пример 26. 
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 – непрерывная функция в точке x0 = 0, cos 0 = 1 ( = 1·1 = 1.

Пример 27. 

a) 
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Итак, имеем ряд полезных формул:


1. 
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Пример 28. 
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Пример 29. 
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5.7.2. Число е. Основная логарифмическая функция

Рассмотрим логарифмическую функцию y = loga(1 + x), a > 1, x > – 1. График ее в декартовой системе координат Охy получается из графика функции y = loga x, переносом параллельно оси Ох на единицу влево. При различных основаниях a > 1 получаются различные графики, но все они пересекаются в точке х0 = 0 (рис. 5.12). В точке О (0;0) к графикам функции y = loga (1 + x) (при различных a) можно провести касательные, уравнения которых есть y = mx (m – const; х, y – координаты текущей точки касательной). Строгое определение касательной к кривой дадим позже; здесь воспользуемся интуитивным определением касательной как предельное положение секущей ОМ при движении точки М по графику функции к точке О (рис. 5.12).

Подберем такое значение основания a функции y = loga (1 + x) , чтобы касательная к графику функции в точке О (0; 0) имела уравнение y = x . В этом случае основание логарифмической функции обозначают через е, а саму функцию обозначают

y = ln (1 + x) = loge (1 + x).

Число е = 2,718281... – десятичная бесконечная непериодическая дробь, впервые оно введено и обозначено Л. Эйлером в 1728 г.

Логарифмическую функцию y = ln x называют основной логарифмической функцией, а значение y, соответствующее значению х, называют натуральным логарифмом х. Переход от натуральных логарифмов к десятичным или обратно осуществляется по формулам:

ln N = lg N / lg e, lg N = ln N / ln 10,

1/ lg e = 2,30258, 1/ ln 10 = 0,43429.

Число е, в частности, используется для построения функций: показательной: y = ех, гиперболического синуса: 
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, гиперболического косинуса: 
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Отметим, что функции ех и ln х являются взаимно обратными функциями (см. п. 5.2.3).

5.7.3. Второй замечательный предел
Докажем сначала формулу:
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( 5.21)

Возьмем функцию y = ln (1 + x) и построим ее графике в системе Охy. Через точку О (0;0) проведем касательную y = х к графику функции и прямую y = kx, пересекающую график функции в двух точках, одна из которых точка О (0;0).

Пусть х > 0. Для любого k1, 0 < k1 < 1, можно указать число (1 > 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих условиям 0 < x < (1, график функции y = ln (1 + x) расположен между касательной y = х и прямой y = k1x (рис. 5.13, а) и при этом выполняются неравенства k1x < ln (1 + x) < х. Разделив эти неравенства на х, получим k1 < ln (1 + x)/х < 1, откуда находим (вычтя из всех частей двойного неравенства единицу) 0 < 1 – (ln (1 + x))/х < 1 – k1. Положим 1 
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 k1 = (1; если k1 – любое, то (1 – тоже любое, и для всех х, удовлетворяющих неравенствам 0 < x < (1, будет выполняться 0 < 1 – (ln (1 + x))/х < (1, откуда |1 
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 (ln (1 + x))/х| < (1. Это означает, что 1 является правым пределом функции (ln (1 + x))/х в точке х0 = 0, т.е.
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Пусть х < 0. Для любого k2 > 1 можно указать число (2 > 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих условиям – (2 < x < 0, график функции y = ln (1 + x) расположен между касательной y = х и прямой y = k2x (рис. 5.13, б) и при этом выполняются неравенства k2x < ln (1 + x) < х. После деления неравенств на х < 0, получим 1 < ln (1 + x)/х < k2, откуда находим (вычтя из всех частей двойного неравенства единицу) 0 < (ln (1 + x))/х – 1 < k2 – 1 = (2 или |(ln (1 + x))/х – 1| < (2, а это означает, что 1 является также левым пределом функции (ln (1 + x))/х в точке х0 = 0, т.е. 
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Отсюда в силу теоремы 5.3. из п. 5.3.3 следует формула (5.21).

По свойствам логарифма (ln e = 1, m ln a = ln am) из формулы (5.21) имеем
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Из свойства перестановочности операции предельного перехода с операцией взятия непрерывной функции следует

ln [
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откуда имеем второй замечательный предел
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Следствие. Если положить z = 1/x , то при x ( ( 0, очевидно, z ( ( (. Тогда имеем другую форму второго замечательного предела:
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Пример 30.
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 = [ax – 1 = z, x = ln (1 + z)/ln a, при x ( 0 имеем z ( 0] = = 
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В частности, если 
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Пример 31.
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§ 5.8. Сравнение бесконечно малых функций

Было показано, что сумма, разность и произведение бесконечно малых функций есть бесконечно малые функции. Этого нельзя сказать о частном: деление одной бесконечно малой на другую может привести к различным результатам.

Имеют место следующие правила сравнения бесконечно малых.

Пусть при х ( х0 функции ( (x) и ( (x) являются бесконечно малыми. Тогда:

1) если 
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 = 0, то ( (x) – б.м.ф. более высокого порядка, чем ( (x); обозначается: ( (x) = о (( (x)) (читается: «( от х есть о малое от х»; здесь о – буква «о», но не нуль);

2) если 
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3) если
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 = A ( 0 (А – конечное число), то ( (x) и ( (x) – бесконечно малые одного порядка;

4) если 
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 = 1, то ( (x) и ( (x) – эквивалентные бесконечно малые; обозначается: ( (x) ( ((x) при х ( х0;

5) если 
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, то ( (x) – бесконечно малая n-го порядка относительно ( (x).

Замечание. Примем без доказательства утверждение: бесконечно малые при х ( х0 функции ( (x) и ( (x) эквивалентны тогда и только тогда, когда разность их есть бесконечно малая функция более высокого порядка, чем каждая из них.

Формулы (5.18), (5.20), (5.21), (5.24) позволяют записать следующую цепочку эквивалентных бесконечно малых:
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Наличие этой или других подобных цепочек эквивалентных б.м.ф. позволяет при вычислении пределов выражений, содержащих б.м.ф., заменять данные б.м.ф. эквивалентными, что упрощает вычисления.

Можно обобщить соотношения (5.25) следующим образом.

Если функция 
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Кроме того, из примеров 29-31 имеем:
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Пример 32.
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Пример 33.
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§ 5.9. Точки разрыва функции и их классификация

Ранее установили условия непрерывности функции f (x) в точке х0:


f (x – 0) = f (x + 0) = f (x0 ).
(5.28)

Определение. Точка х0 называется точкой разрыва функции f (x), если f (x) в точке х0 не является непрерывной.

Иными словами, в точке х0 разрыва функции f (x) нарушается хотя бы одно из условий равенства (5.28).

Разрывы функции классифицируются следующим образом.

Разрыв первого рода. Точка х0 называется точкой разрыва первого рода функции f (x), если в этой точке функция f (x) имеет конечные левый и правый пределы, но либо они не равны (f (x0 – 0) ( f (x0 + 0)) (рис. 5.14), либо в случае равенства односторонних пределов они не равны значению функции в точке х0 (рис. 5.15).

Разрыв второго рода. Точка х0 называется точкой разрыва второго рода функции f (x), если в этой точке функция f (x) не имеет хотя бы одного из односторонних пределов f (x0 – 0) или f (x0 + 0) или хотя бы один из односторонних пределов бесконечен.

На рис. 5.16 в точке х0 функция f (x) имеет разрыв второго рода, ибо f (x0 
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Пример 34. Функция y = 
[image: image511.wmf]sin

x

x

 не определена в точке x0 = 0 и, следовательно, разрывна в этой точке. Так как 
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 (это первый замечательный предел), то налицо разрыв первого рода: существуют оба односторонних предела y(– 0) и y(+ 0). График этой функции был представлен на рис. 5.10.

Так как y(– 0) = y(+ 0) = 1, то этот разрыв можно устранить, положив y(0)=1. Функция y = 
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 есть непрерывная функция для всякого х ( (– (, + ().

Пример 35. Исследовать точки разрыва функции 
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Решение. Функция определена на всей числовой оси, кроме х = 2, и, следовательно, как элементарная непрерывна при всех х ( 2. Точка х0 = 2 – точка разрыва данной функции. Найдем односторонние пределы в точке х0 = 2. Из примера 18 при 
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. Следовательно, данная функция в точке 
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 имеет разрыв второго рода. Схематическое поведение функции в окрестности точки 
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 изображено на рис. 5.17.

Пример 36. Исследовать функцию на непрерывность, найти точки разрыва, если они существуют, и сделать схематический чертеж:
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Решение. Данная функция определена 
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 и непрерывна в интервалах 
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 как элементарная. Исследуем теперь поведение функции в точке 
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. Для этого необходимо вычислить односторонние пределы в каждой из указанных точек и сравнить их между собой и со значением функции в указанных точках, т.е. проверить условия непрерывности функции в указанных точках (см. п. 5.6.1).
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функция задана выражением 
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. Односторонние пределы 
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 конечны, но не равны друг другу, значит, не существует 
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, т.е. одно из условий непрерывности функции в точке не выполняется и, следовательно, данная функция имеет в точке 
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 функция задана выражением 
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. Так как односторонние пределы функции в точке 
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, следовательно, выполнены условия непрерывности функции в точке 
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. Итак, функция непрерывна 
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 – точка разрыва первого рода. Схематический чертеж представлен на рис. 5.18.

Вопросы для самопроверки

1. Что называется числовой осью?

2. Что называется абсолютной величиной (модулем) числа? Перечислите свойства абсолютных величин.

3. Как складывается понятие функции? Дайте определение функции. Что называется областью определения функции?

4. Как определяются (различные) числовые промежутки? Что называется естественной областью определения функции?

5. Опишите способы задания функции.

6. Приведите определения сложной функции, неявной функции. Какие функции называются основными элементарными функциями? элементарными функциями? Какие функции называются алгебраическими функциями? трансцендентными функциями?

7. Дайте определение а) ограниченной, б) монотонной, в) четной и нечетной, г) периодической функций.

8. Как вводится понятие обратной функции? Приведите теорему существования обратной функции.

9. Дайте определение предела функции в точке. Как определяются односторонние пределы? Приведите условия существования предела функции в точке.

10. Как определяется 
[image: image563.wmf]d

- окрестность точки? Дайте геометрическую иллюстрацию понятия предела функции в точке.

11. Как определяется предел функции на бесконечности (т. е. при 
[image: image564.wmf]±¥
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x

)?

12. Приведите локальные свойства функций, имеющих предел.

13. Приведите определение непрерывности функции в точке (дайте три равносильных определения). Как определяется односторонняя непрерывность функции в точке? Как определяется непрерывность функции на интервале? на отрезке?.

14. Приведите теоремы а) о непрерывности основных элементарных и элементарных функций. б) об арифметических свойствах непрерывных функций. в) о непрерывности сложной функции.

15. Какая функция называется бесконечно малой (б.м.) и каковы ее основные свойства? Сформулируйте теорему о связи функции с ее пределом.

16. Какая функция называется бесконечно большой (б.б.) и какова ее связь с (б.м.)?

17. Докажите основные теоремы о пределах функций.

18. Докажите, что 
[image: image565.wmf]1
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 («первый замечательный предел»).

19. Сформулируйте определение числа e («второй замечательный предел»).

20. Как сравниваются между собой б.м.? Как определяется порядок одной б.м. относительно другой б.м.?

21. Перечислите свойства функций, непрерывных на отрезке. Приведите геометрическую иллюстрацию этих свойств.

22. Что называется точкой разрыва функции? Дайте определения точек разрыва первого и второго рода. Приведите примеры.
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