§ 6.6. Исследование поведения функции на промежутке

6.6.1. Монотонные изменения функции
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 не убывает (не возрастает) в промежутке 
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, если для любых 
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 и таких, что 
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, выполняется условие 
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 (рис. 6.14). 

Замечание. Если в приведенном определении выполняется строгое неравенство 
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), то функция 
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 возрастает (или убывает) в промежутке 
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 (рис. 6.15).
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На рис. 6.14, а) при сделанном определении функция 
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), т.е. положительному (отрицательному) значению приращения аргумента 
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 соответствует положительное (отрицательное) значение приращения функции 
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На рис. 6.14, б функция 
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 не возрастает в 
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(или 
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), т.е. положительному (отрицательному) значению приращения 
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 соответствует отрицательное (положительное) приращения функции 
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На рис. 6.15, а функция 
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 возрастает в 
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, а на рис. 6.15, б  функция 
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 убывает в 
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Итак: функция 
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 не убывает в 
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для всякого 
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Функция 
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для всякого 
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Определение. Промежуток 
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, в котором функция не возрастает (не убывает), называют промежутком монотонного изменения функции, а сама функция на этом промежутке называется невозрастающей (неубывающей) или монотонной.

6.6.2. Необходимый и достаточный признак монотонности функции

Выясним, как по производной можно судить о монотонности функции.

Теорема 6.13. Пусть функция 
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 определена и непрерывна в промежутке 
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 неубывающей (невозрастающей), необходимо и достаточно, чтобы во всех точках внутри 
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Доказательство. Необходимость.  Если 
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что требовалось доказать. Для невозрастающей функции в 
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 докажите самостоятельно.

Достаточность.  Выберем из промежутка 
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Пусть для любого значения х из 
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Рассмотрите самостоятельно, что будет следовать из равенства (6.45), если 
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Геометрически признак монотонности функции 
[image: image100.wmf]()
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 в промежутке 
[image: image101.wmf],

ab

áñ

 означает, что касательная к графику неубывающей функции составляет с осью Ох  острый угол 
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 (положительный отсчет угла – против хода стрелки часов) либо касательная параллельна оси Ох (
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 либо параллельна оси Ох, и тогда 
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 (рис. 6.16). Но 
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 равен первой производной функции 
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Замечание 1. Для того чтобы дифференцируемая внутри промежутка 
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 функция 
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 была возрастающей (убывающей) в этом промежутке, достаточно, чтобы в каждой точке внутри 
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Этим условием будем пользоваться на практике для отыскания промежутков возрастания (убывания) функции.

Пример 26. Найти промежутки возрастания и убывания функции 
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Решение. Найдем производную функции и посмотрим, где она сохраняет знак.
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Условие y' < 0 приводит к неравенству 
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Результат можно оформить табличкой 6.3 (для наглядности):
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Таблица 6.3
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Замечание 2. Касательная к графику возрастающей (убывающей) функции в некоторой точке 
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 (рис. 6.17).

6.6.3. Экстремумы функции

Пусть функция 
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 определена в некоторой окрестности точки  
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 (т.е. задана в самой точке 
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 и по обе стороны от неё).

Определение. Функция 
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 имеет в точке 
[image: image144.wmf]0

x

 максимум (минимум), если существует такая окрестность 
[image: image145.wmf]00

(,)

xx

-d+d

 точки 
[image: image146.wmf]0

x

, содержащаяся в области определения функции, что для всех точек x из окрестности 
[image: image147.wmf]00

(,)

xx

-d+d

 выполняется неравенство


[image: image148.wmf]00

()()(()())

yxyxyxyx

£³

.

В этом случае точка 
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 есть точка максимума (минимума) функции. 
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На рис. 6.18, а) представлен график функции, имеющей в точке 
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 максимум, а на рис. 6.18, б) – график функции, имеющей в точке 
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 минимум.

Максимум (минимум) функции y(x) в точке x0 будем обозначать 
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Максимумы и минимумы функции называются экстремумами функции, а точки xi, в которых функция имеет экстремумы, называется точками экстремума.
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Экстремум есть локальная характеристика функции, ибо мы считаем, что точка 
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 доставляет экстремум функции 
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 является наибольшим или наименьшим из значений, принимаемых функцией в некоторой малой окрестности точки 
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. Поэтому функция 
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 в некотором промежутке 
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 может иметь несколько максимумов и минимумов (рис. 6.19).

Из рисунка видно, что в точке 
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 функция имеет минимум, 
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Поставим задачу о разыскании всех значений аргумента, при которых функция достигает экстремум. При решении этой задачи основную роль играет производная функции.

6.6.4. Необходимые условия  экстремума

Теорема 6.14. Если функция 
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 в точке 
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 имеет экстремум, то производная в этой точке либо равна нулю, либо не существует.

Доказательство. 1. Предположим сначала, что в точке 
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 существует конечная производная функции 
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 функция 
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 удовлетворяет условиям теоремы Ферма (см. 6.3.1), отсюда следует, что 
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Геометрически условие 
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 означает, как упоминалось выше, что касательная к графику функции 
[image: image175.wmf]()

yx

 в точке 
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 параллельна оси Ох (или совпадает с ней) (рис. 6.20).

2. На рис. 6.21 представлен график функции 
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, которая в точке х имеет максимум 
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, но производная в этих точках не существует (полукасательные к графику функции в указанных точках существуют, а касательные – нет). Теорема доказана.

Задание. Самостоятельно докажите, что для функции 
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 в точке 
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 производная не существует, но экстремум в этой точке есть.
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Определение. Точки, в которых производная 
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 обращается в нуль или не существует, называются критическими.

Правило для отыскания критических точек функции 
[image: image184.wmf]()
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:
1. Находим первую производную 
[image: image185.wmf]()

yx

¢

.

2. Находим действительные корни уравнения  
[image: image186.wmf]()0
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, – они будут критическими точками.
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3. Находим значения х, в которых производная 
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 терпит разрыв, – эти значения тоже будут критическими точками.

Замечание. Для дифференцируемой функции условие 
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 не является достаточным условием наличия экстремума в точке 
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6.6.5. Первый достаточный признак экстремума функции
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2. Аналогичным образом убеждаемся, что функции, представленные графиками на рис. 6.24, в точке 
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 экстремума нет (рис. 6.25).

Теорема доказана. 

Итак, имеем первое правило для исследования критической точки 
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3) 
[image: image254.wmf]()
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 не меняет знак, то в точке 
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x

 экстремума нет.

Для наглядности это правило можно представить схематически (табл. 6.4):

Таблица 6.4
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Пример 27. Исследовать на экстремум функцию
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Таблица 6.5
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Пример 28. Исследовать на экстремум функцию.
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Приравнивая производную нулю, находим 
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Таблица 6.6
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При переходе через точку 
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 производная не меняет знак, поэтому экстремума функции в этой точке нет. При переходе через точку 
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6.6.6. Второй достаточный признак экстремума функции

При разыскании экстремумов исследование знака первой производной 
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 в окрестности критической точки можно заменить исследованием знака второй производной в самой точке.

Теорема 6.16. Пусть: а) функция 
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Доказательство. Запишем для функции 
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Так как 
[image: image336.wmf]0

()0

yx

¢

=

 (по условию теоремы), то из формулы Тейлора имеем 
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Знак разности в левой части предыдущего равенства определяется знаком выражения 
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 рекомендуется рассмотреть самостоятельно.

Теорема доказана.

Итак, имеем второе правило исследования критической точки 
[image: image348.wmf]0

x

:
подставляем значение 
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Отметим, что правило неприменимо:

1) если в критической точке не существует конечная первая производная (ибо в этой же точке не существует и вторая производная);

2) если вторая производная в критической точке обращается в нуль 
[image: image355.wmf]0

()0

yx

¢¢

=

.

Пример 29. Исследовать на экстремум с помощью второй производной функцию
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(эта функция рассматривалась в предыдущем п. 6.6.5, пример 27).
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6.6.7. Выпуклые и вогнутые функции

Рассмотрим дифференцируемую в промежутке 
[image: image365.wmf],

ab

áñ

 функцию 
[image: image366.wmf]()

yx

. К графику функции проведем касательную в некоторой точке 
[image: image367.wmf]00

(,()),

xyx

 
[image: image368.wmf]0

,

xab

Îáñ

 (рис. 6.26).
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Уравнение касательной имеет вид (см. (6.3))
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где 
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 – координаты «текущей» точки касательной.

Введем величину
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которая равна разности ординат графика функции и касательной.

Определение. Будем говорить, что дифференцируемая в точке 
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 функция 
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 выпукла вверх (выпукла вниз) в точке 
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, если существует окрестность 
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, т.е. график функции в выделенной окрестности расположен под касательной (над касательной) (см. рис. 6.26).
Определение. Если функция 
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 выпукла вверх (выпукла вниз) в каждой точке интервала 
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, то будем говорить, что она выпукла (вогнута) в интервале 
[image: image380.wmf](,)
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, а сам интервал 
[image: image381.wmf](,)
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будем называть в этом случае интервалом выпуклости (вогнутости) функции 
[image: image382.wmf]()
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.

6.6.8. Достаточное условие выпуклости (вогнутости) функции

Теорема 6.17. Пусть функция 
[image: image383.wmf]()
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 удовлетворяет условиям: 

а) определена и непрерывна в промежутке 
[image: image384.wmf],

ab
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 вместе со своей первой производной 
[image: image385.wmf]()
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,

б) существует конечная вторая производная 
[image: image386.wmf]()
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 для любого значения х из интервала 
[image: image387.wmf](,)
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.

Если 
[image: image388.wmf]()0(()0)
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 для любого значения х  из 
[image: image389.wmf](,)

ab

, то функция 
[image: image390.wmf]()
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 выпукла (вогнута) в 
[image: image391.wmf](,)
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.

Доказательство. Возьмем в интервале 
[image: image392.wmf](,)
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 произвольную точку 
[image: image393.wmf]0
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 и пусть окрестность 
[image: image394.wmf]00
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 этой точки целиком содержится в 
[image: image395.wmf](,)
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. Для функции 
[image: image396.wmf]()
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 в окрестности точки 
[image: image397.wmf]0

x

 запишем формулу Тейлора при n =2 с остаточным членом в форме Пеано:
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(6.48)

Используя формулы (6.46) и (6.48), запишем величину 
[image: image399.wmf]()
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После проведения подобных в последнем выражении имеем:
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(6.49)

Здесь 
[image: image403.wmf]2
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 – бесконечно малая (при 
[image: image404.wmf]0
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) более высокого порядка малости, чем 
[image: image405.wmf]2
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Выберем окрестность точки 
[image: image406.wmf]0
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 столь малой, чтобы бесконечно малая 
[image: image407.wmf]2
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 не влияла на знак в правой части равенства (6.49).

Если 
[image: image408.wmf]()0
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 для всех значений  х из интервала 
[image: image409.wmf](,)
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, то 
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, и как следствие 
[image: image412.wmf]2
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[image: image413.wmf]00
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, а тогда из (6.49) следует, что 
[image: image414.wmf]()0
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, т.е., по определению, функция 
[image: image415.wmf]()
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 выпукла в точке 
[image: image416.wmf]0
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. Но точка 
[image: image417.wmf]0
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 есть произвольная точка из 
[image: image418.wmf](,)
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, поэтому функция выпукла в любой точке из 
[image: image419.wmf](,)
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, т.е., по определению, функция выпукла в интервале 
[image: image420.wmf](,)
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.

Случай, когда 
[image: image421.wmf]()0
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 для всех х из 
[image: image422.wmf](,)
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, рассмотрите самостоятельно. Теорема доказана.

Итак, имеем правило для отыскания интервалов выпуклости (или) вогнутости функции:

1. находим вторую производную функции 
[image: image423.wmf]()

yx

.

2. находим множество значений х, для которых выполняется неравенство 
[image: image424.wmf]()0(()0)

yxyx
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; если это множество состоит из промежутка 
[image: image425.wmf],
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 (таких промежутков может быть несколько или ни одного), то в интервале 
[image: image426.wmf](,)
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 функция выпукла (вогнута).

Это правило можно изобразить схематически (табл. 6.7).

Таблица 6.7
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Замечание. Условие знакопостоянства второй производной функции на интервале является достаточным, но не является необходимым для выпуклости или вогнутости функции на этом интервале.

Например, функция 
[image: image433.wmf]4
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 является вогнутой на всей числовой прямой, однако ее вторая производная 
[image: image434.wmf]2
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 обращается в нуль при 
[image: image435.wmf]0
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 (рис. 6.27).
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Пример 30. Найти интервалы выпуклости и вогнутости функции
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Решение. Находим 
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Тогда:

а) 
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 – функция вогнута, если 
[image: image440.wmf]10

20

x

x

->

ì

í

->

î

 или 
[image: image441.wmf]10

20

x

x

-<

ì

í

-<

î

, т.е. 
[image: image442.wmf](,1)(2,)
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б) 
[image: image443.wmf]0
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 – функция выпукла, если 
[image: image444.wmf]10
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, вторая система неравенств несовместна, и потому 
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Итак, функция выпукла на интервале (1, 2) и вогнута на интервалах 
[image: image447.wmf](,1)
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 и (2, +() (табл. 6.8):

Таблица 6.8
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6.6.9. Точки перегиба

Рассмотрим дифференцируемую в окрестности точки 
[image: image448.wmf]0
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 функцию 
[image: image449.wmf]()
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. К графику этой функции в точке 
[image: image450.wmf]00
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 проведем касательную, уравнение которой имеет вид (6.46).
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Как и ранее (см. (6.47)), введем величину 
[image: image452.wmf]()
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 – разность ординат графика функции и касательной в точке х: 
[image: image453.wmf]()()
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. Пусть существует такая окрестность 
[image: image454.wmf]00
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 точки 
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, что в каждой из полуокрестностей 
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 и 
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 величина 
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 сохраняет знак, противополжный ее знаку в другой полуокрестности. Это означает, что если функция 
[image: image459.wmf]()
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 выпукла (вогнута) в левой полуокрестности 
[image: image460.wmf]00
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, то она вогнута (выпукла) в правой полуокрестности 
[image: image461.wmf]00
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 (рис. 6.28)
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Рис.6.26
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Определение. Пусть функция 
[image: image462.wmf]()
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 дифференцируема в точке 
[image: image463.wmf]0
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 и пусть 
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 – уравнение касательной к графику функции 
[image: image465.wmf]()
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 в точке 
[image: image466.wmf]00
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. Если величина 
[image: image467.wmf]()()
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 меняет знак при переходе через точку 
[image: image468.wmf]0
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 из полуокрестности 
[image: image469.wmf]00
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 в полуокрестность 
[image: image470.wmf]00
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, то точка 
[image: image471.wmf]0
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 называется точкой перегиба функции 
[image: image472.wmf]()
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, а точка 
[image: image473.wmf]00
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 – точкой перегиба графика функции 
[image: image474.wmf]()
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.

Геометрический смысл точки перегиба состоит в том, что точка 
[image: image475.wmf]00
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 отделяет участок кривой 
[image: image476.wmf]()
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, где функция выпукла, от участка, где эта функция вогнута, и график функции 
[image: image477.wmf]()
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 переходит в точке 
[image: image478.wmf]00
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 с одной стороны касательной на другую (см. рис. 6.28).

Заметим, что требование дифференцируемости функции в точке существенно. Например, на рис. 6.29 представлена функция 
[image: image479.wmf]()
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, у которой точка 
[image: image480.wmf]0
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 отделяет область выпуклости функции 
[image: image481.wmf]00
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 от области вогнутости 
[image: image482.wmf]00
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, но не является точкой перегиба, так как в этой точке функция не является  дифференцируемой и не существует касательной к графику функции в точке 
[image: image483.wmf]00
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.
6.6.10. Необходимые условия существования точки перегиба
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Теорема 6.18. Пусть функция 
[image: image484.wmf]()
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 удовлетворяет условиям: 

а) определена в промежутке 
[image: image485.wmf],

ab

áñ

;

б) дважды дифференцируема в 
[image: image486.wmf],

ab
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, кроме быть может, конечного числа точек.

Если 
[image: image487.wmf]0
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 – точка перегиба функции 
[image: image488.wmf]0
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, то либо вторая производная в этой точке равна нулю, 
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, либо 
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 не существует.

Доказательство. 1. Пусть в точке 
[image: image491.wmf]0
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 и малой ее окрестности 
[image: image492.wmf]00
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 существует конечная вторая производная. Покажем, что в этом случае 
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.
[image: image828.wmf] 

x

 

X

 

x

0

+

d

 

x

0

 

x

0

-

d

 

(x

0

,y(x

0

))

 

h(x)

<

0

 

h(x)

>

0

 

x

 

б)

 

Рис.6.28

 

x

 

0

 

h(x)

>

0

 

y

 

a)

 

x

0

+

d

 

x

0

 

x

0

-

d

 

(x

0

,y(x

0

))

 

h(x)

<

0

 

X

 

Предположим противное, т.е. 
[image: image494.wmf]0
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 и пусть 
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[image: image496.wmf]0
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. Тогда выполняется достаточное условие выпуклости (вогнутости) функции 
[image: image497.wmf]()
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 в точке 
[image: image498.wmf]0
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 (см. п. 6.6.9), т.е. точка 
[image: image499.wmf]0
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 не есть точка перегиба, что противоречит условию теоремы. Полученное противоречие доказывает первую часть теоремы.

2. Случай, когда вторая производная не существует в точке перегиба, рассмотрим на примере. Для функции 
[image: image500.wmf]5/3
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 производная в точке 
[image: image501.wmf]0
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 есть
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и уравнение касательной к графику функции в точке О (0, 0) имеет вид 
[image: image503.wmf]0
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. Тогда величина 
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 будет отрицательной в интервале 
[image: image505.wmf](,0)
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 и положительной в интервале 
[image: image506.wmf](0,)
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. Таким образом, точка 
[image: image507.wmf]0
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 является точкой перегиба данной функции (рис. 6.30). С другой стороны, вторая производная 
[image: image508.wmf]3
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 не существует в точке 
[image: image509.wmf]0
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. Теорема доказана.

Определение. Точки, в которых 
[image: image510.wmf]()0

yx

¢¢

=

 или 
[image: image511.wmf]y
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 не существует, называются критическими точками второго рода.

6.6.11. Достаточный признак существования точки перегиба

Теорема 6.19. Пусть:

а) функция 
[image: image512.wmf]()
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 дифференцируема в точке 
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 и в ее окрестности 
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 и дважды дифференцируема в 
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, кроме, быть может, самой точки 
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;

б) вторая производная 
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 в каждой из полуокрестностей 
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 сохраняет знак.

Если при переходе через точку 
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 в 
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 вторая производная 
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 меняет знак, то точка 
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 является точкой перегиба функции.

Доказательство. Так как функция 
[image: image525.wmf]()
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 имеет, по условию теоремы, конечную производную в точке 
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, то к графику функции в точке 
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 можно провести касательную, уравнение которой имеет вид (6.46). Как и ранее, величина 
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 – разность между ординатами графика функции и касательной к графику в точке 
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.
Пусть, например, при переходе через точку 
[image: image530.wmf]0

x

 из 
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  вторая производная 
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 меняет знак с «–» на «+». Тогда из теоремы 6.17 о достаточном условии выпуклости (вогнутости) функции на промежутке (см. п. 6.6.8) следует, что в полуокрестности 
[image: image534.wmf]00
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 функция выпукла и, по определению выпуклости функции (см. п. 6.6.7), величина 
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, а в полуокрестности 
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 функция вогнута и 
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. Таким образом, при переходе через точку 
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 величина 
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 меняет знак, а тогда, по определению, точка 
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 является точкой перегиба.

Рассмотрите самостоятельно случай изменения знака 
[image: image541.wmf]y
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 с «+» на «–» при переходе через точку 
[image: image542.wmf]0
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 слева направо.
Теорема доказана.

Пример 31. Найти точки перегиба графика функции
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(эта функция рассматривалась в примере 30 из п. 6.6.8).

Решение. Ранее получили 
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 Приравнивая 
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 нулю, находим критические точки второго рода 
[image: image546.wmf]1
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. При переходе через точку 
[image: image548.wmf]1
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 вторая производная 
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 меняет знак с «+» на «–», а при переходе через точку 
[image: image550.wmf]2
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[image: image551.wmf]y
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 меняет знак с «–» на «+», (это следует из решения в п. 6.6.8). Так как 
[image: image552.wmf](1)13
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 и 
[image: image553.wmf](2)34
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, то точки (1; 13) и (2; 34) – точки перегиба графика функции.

6.6.12. Использование производных высших порядков

Ранее мы показали: если 
[image: image554.wmf]0
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, то функция 
[image: image556.wmf]()
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 имеет в точке 
[image: image557.wmf]0
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 максимум (минимум).

Что будет, если 
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 и 
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. Ответ на этот и другие вопросы, связанные с равенством нулю в точке 
[image: image560.wmf]0
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 производных более высокого порядка дается следующей теоремой.

Теорема 6.20. Пусть:

а) существуют функция 
[image: image561.wmf]()
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 и конечные производные порядка (n – 1) включительно в точке 
[image: image562.wmf]0
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 и ее окрестности 
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б) 
[image: image564.wmf](1)
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в) в точке 
[image: image565.wmf]0
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 существует конечная отличная от нуля производная порядка n: 
[image: image566.wmf]()
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Тогда:

1) если 
[image: image567.wmf]2,1,2,...,

nkk

==

 т.е. n – четное число и 
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, то функция 
[image: image570.wmf]()
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 имеет в точке 
[image: image571.wmf]0
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 максимум (минимум) (см. рис. 6.18);
2) если 
[image: image572.wmf]21,1,2,...,
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 т.е. n – нечетное число, то 
[image: image573.wmf]0
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 – точка перегиба функции.

Доказательство. Запишем для функции 
[image: image574.wmf]()
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 формулу Тейлора порядка n в окрестности точки 
[image: image575.wmf]0
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 с остаточным членом в форме Пеано:
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Учитывая условия б) теоремы, последнее равенство можно переписать
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здесь 
[image: image578.wmf]0
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Выберем окрестность точки 
[image: image581.wmf]0
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 столь малой, чтобы 
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 не влияла на знак правой части равенства (6.50).

Из (6.50) получаем выражение для приращения функции:
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1. Если 
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т.е., по определению, в точке 
[image: image590.wmf]0
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 функция 
[image: image591.wmf]()
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 имеет максимум (см. рис. 6.18, а).

Самостоятельно разберите случай: 
[image: image592.wmf]2
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 и 
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2. Пусть 
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, то уравнение касательной к графику функции в точке 
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Используя соотношения (6.50) и (6.52), запишем величину 
[image: image598.wmf]()
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 – разность ординат графика функции и касательной в точке х:
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Из соотношения (6.53) следует, что знак величины 
[image: image600.wmf]()
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 меняется с изменением знака выражения 
[image: image601.wmf]21
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. При переходе из полуокрестности 
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[image: image603.wmf]00

(,)

xx

+d

 через точку 
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 знак выражения 
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 меняется и, следовательно, меняется знак величины 
[image: image606.wmf]()
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 и тогда, по определению, точка 
[image: image607.wmf]0
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 является точкой перегиба. Теорема доказана.

Отсюда получаем правило.

Если первая из производных, не обращающихся в точке 
[image: image608.wmf]0
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 в нуль, есть производная четного порядка, то при y(2k) (x0) < 0 (y(2k) (x0) > 0) функция 
[image: image609.wmf]()
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 имеет в точке 
[image: image610.wmf]0
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 максимум (минимум). Если такой производной является производная нечетного порядка, то точка 
[image: image611.wmf]0
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 является точкой перегиба функции.

Пример 32. Для функции 
[image: image612.wmf]4
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Итак, первая, вторая и третья производные в точке 
[image: image615.wmf]0
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 равны нулю, а четвертая (четная) производная отлична от нуля и положительна. Следовательно, в точке 
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x

=

 функция 
[image: image617.wmf]4
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 имеет минимум 
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 (см. рис. 6.27).

Пример 33. Для функции 
[image: image619.wmf]3
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 имеем
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Итак, первая и вторая  производные в точке 
[image: image622.wmf]0

x

=

 равны нулю, а третья (нечетная) производная отлична от нуля. Следовательно, в точке 
[image: image623.wmf]0
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 функция 
[image: image624.wmf]3
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 имеет перегиб (см. рис. 6.22).

6.6.13. Разыскание наибольшего и наименьшего значений функции
на замкнутом промежутке

За термином «максимум» и «минимум» сохраним их «локальный» смысл (т.е. наибольшее и наименьшее значение функции в достаточно малой окрестности соответствующей точки) и будем отличать их от наименьшего и наибольшего значений функции во всем рассматриваемом замкнутом промежутке.

Пусть функция 
[image: image625.wmf]()
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  определена и непрерывна на отрезке 
[image: image626.wmf][,]

ab

. Поставим вопрос о разыскании наибольшего и наименьшего значений функции.

Известно, что определенная и непрерывная на замкнутом промежутке функция принимает на этом промежутке наибольшее (М) и наименьшее (m) значения.

Многочисленные ситуации сводятся, в конечном итоге, к наиболее важным случаям, представленным на рис. 6.31.

На рис. 6.31, а) представлен график функции, которая принимает наибольшее или наименьшее значения во внутренних точках 
[image: image627.wmf]xc
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 и 
[image: image628.wmf]xd
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 отрезка, в которых функция достигает максимума и минимума соответственно.

На рис. 6.31, б) дан график функции, которая наибольшее значение принимает во внутренней точке 
[image: image629.wmf]xc
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 отрезка, т.е. в точке максимума функции, а наименьшее значение – на одном из концов отрезка (т.е. в граничной точке). 

На рис. 6.31, в) функция принимает наименьшее значение во внутренней точке 
[image: image630.wmf]xd
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, т.е. в точке минимума функции, а наибольшее значение достигается на одном из концов отрезка 
[image: image631.wmf][,]
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.

На рис. 6.31, г) представлен график функции, которая наибольшее и наименьшее значения принимает в граничных точках 
[image: image632.wmf]xb
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 и 
[image: image633.wmf]xa

=

 соответственно.
Итак, имеем правило для нахождения наибольшего и наименьшего значений функции на отрезке:

1) [image: image829.wmf] 
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ищем критические точки функции (см. правило отыскания критических точек в п. 6.6.5).

2) вычисляем значения функции в найденных критических точках и на концах отрезка и из полученных значений выбираем наибольшее (М) и наименьшее (m) значения.

Пример 34. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image634.wmf]2
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 на отрезке [– 1, 2].

Решение. Находим производную 
[image: image635.wmf]()2
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. Из условия 
[image: image636.wmf]()0
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 находим единственную критическую точку 
[image: image638.wmf]0
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. Вычисляем значения функции  в точке 
[image: image639.wmf]0
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 и на концах отрезка [– 1, 2] и выбираем наибольшее и наименьшее значения:
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Итак, 
[image: image641.wmf](2)4,(0)0
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Заметим, что наибольшее и (или) наименьшее значения функция может принимать в нескольких изолированных точках из заданного отрезка 
[image: image642.wmf][,]
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 или даже на замкнутом промежутке, содержащемся в отрезке 
[image: image643.wmf][,]
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.

Пример 35. Требуется найти наибольшее или наименьшее значение заданной на отрезке [– 2, 2] функции
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график которой представлен на рис. 6.32.

Решение. Производная функции равна
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В точке 
[image: image646.wmf]1
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 производная не существует, ибо
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отсюда следует, что не существует 
[image: image649.wmf]0
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, значит, не существует и производная 
[image: image650.wmf](1)
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Аналогичным образом показывается, что не существует производная и в точке 
[image: image651.wmf]1
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. Точки 
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 являются, таким образом, критическими.

Находим другие критические точки из условия 
[image: image653.wmf]()0
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. Этому уравнению удовлетворяют, как видно из выражения для производной, все точки из интервала [– 1, 1] 

Таким образом, критические точки заполняют отрезок [– 1, 1], целиком содержащийся в отрезке [– 2, 2].

Для всех значений х из [– 1, 1]  имеем 
[image: image654.wmf]1
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. Граничные значения равны 
[image: image655.wmf](2)2,(2)2
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Итак, наибольшее значение М = 2 функция принимает на концах отрезка в точках 
[image: image656.wmf]2
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, а наименьшее значение m = 1  функция достигает на всем отрезке [– 1, 1].

6.6.14. Асимптоты графика функции

Определение. Если расстояние ( от точки кривой (графика функции 
[image: image657.wmf]()
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) до некоторой определенной прямой при неограниченном удалении точки от начала координат стремится к нулю, то эта прямая называется асимптотой графика функции или просто асимптотой функции.

На рис. 6.33 изображены графики функций и асимптоты. Точка М  удаляется вдоль графика  от начала координат в направлении, указанном стрелкой; тогда расстояние 
[image: image658.wmf]MN
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 от точки М до ее проекции N на асимптоту стремится к нулю.

Из рисунка видно, что асимптота функции может быть наклонной (рис. 6.33, а), горизонтальной (рис. 6.33, б) и вертикальной (рис. 6.33, в).

1. Наклонные асимптоты. Будем для определенности рассматривать случай 
[image: image659.wmf]x
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 (при 
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®-¥

 рассуждения проводятся аналогично).

Пусть график функции 
[image: image661.wmf]()
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 при 
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 имеет асимптоту
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тогда 
[image: image664.wmf]0
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 при 
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Укажем способ определения коэффициентов k и b в уравнении (6.54).

Из прямоугольного треугольника MNK (см. рис. 6.33, а) имеем (
[image: image666.wmf]J

 – угол наклона асимптоты)
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то предыдущее  соотношение можно записать в виде


[image: image669.wmf]|()()|cos

yxkxb

d=-+×J

.

В силу того, что 
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 одновременно с ( должна стремиться к нулю разность 
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Разделив разность 
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Так как 
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Равенство (6.55), кроме того, дает
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Разумеется, при 
[image: image681.wmf]x
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 нужно повторить все исследование.

2. Горизонтальные асимптоты. Известно: если в уравнении прямой 
[image: image682.wmf]ykxb
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 угловой коэффициент 
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, то 
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 есть уравнение горизонтальной прямой (т.е. прямой, параллельной оси Oх).

Таким образом, если из соотношений (6.56) и (6.57) имеем
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то прямая 
[image: image686.wmf]yb
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 является горизонтальной асимптотой функции (см. рис. 6.33, б).

3. Вертикальные асимптоты. Пусть функция 
[image: image687.wmf]()
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 определена в некоторой окрестности точки 
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 (быть может, односторонней) и пусть выполнено хотя бы одно из условий
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(т.е. 
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 является для функции 
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 точкой разрыва второго рода). Тогда расстояние MN между точкой M и прямой 
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 (см. рис. 6.33, в). В этом случае прямая 
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Пример. 36. Найти асимптоты графика функции 
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Решение. Функция определена при 
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Таким образом, 
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Ищем наклонные асимптоты:
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Итак, 
[image: image707.wmf]1
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 – наклонная асимптота графика функции при 
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6.6.15. Схема полного исследования функции

При исследовании поведения функции 
[image: image710.wmf]()
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 методами дифференциального исчисления можно придерживаться следующего плана:

1. Указать область определения функции;

· исследовать функцию:

а) на четность: 
[image: image711.wmf]()()
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б) на нечетность: 
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в) на периодичность: 
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 – период;

– найти (по возможности) точки пересечения графика функции с осями координат;

– указать точки разрыва функции (если они существуют) и установить характер разрыва;

– найти асимптоты графика функции (см. п.6.6.14):

а) вертикальные: 
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 – точки бесконечного разрыва функции 
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2. Исследование функции по первой производной:

– найти интервалы возрастания и убывания функции (п.п. 6.6.1, 6.6.2);

– найти экстремумы функции (п.п. 6.6.3 – 6.6.5).

3. Исследование функции по второй производной:

– найти интервалы выпуклости и вогнутости функции (п.п. 6.6.7, 6.6.8);

– найти точки перегиба функции (п.п. 6.6.9 – 6.6.11).

4. Построение графика функции на основании проведенного общего исследования функции.

Пример 37. Провести общее исследование и построить график функции 
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Решение. Будем исследовать функцию, придерживаясь плана, предложенного выше.

1. 1). Областью определения функции является вся числовая ось за исключением точки 
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2). Исследуем функцию на четность, нечетность, периодичность.
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т.е. функция не является ни четной, ни нечетной. Кроме того, не существует такого числа Т (за исключением нуля), чтобы выполнялось условие 
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, т.е. заданная функция не является периодической.

3). Находим точки пересечения графика функции с осями координат.

Из условия 
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Итак, точками пересечения графика функции с осями координат являются точки (0; – 1) и (1; 0).

4). Точка 
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 есть точка разрыва функции, исследуем ее.
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т.е. 
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 – точка разрыва второго рода (бесконечного разрыва).

5). Асимптоты графика функции :

а) вертикальная: 
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б) невертикальные: 
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Итак, при 
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 существует асимптота 
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2. Исследуем функцию по первой производной. Находим
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1). Определим интервалы возрастания и убывания функции.

Находим критические точки, в которых производная либо равна нулю, либо не существует. Из условия 
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Таблица 6.9
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Итак, функция возрастает в интервалах 
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2). Находим экстремумы функции.

Так при переходе через точку 
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При переходе через точку 
[image: image771.wmf]2

1

x

=

 производная 
[image: image772.wmf]y

¢

 не меняет знак, поэтому в точке 
[image: image773.wmf]2

1

x

=

 экстремума нет.

3. Исследование по второй производной.

Для отыскания второй производной 
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1). Отыскание интервалов выпуклости и вогнутости функции.

Находим критические точки второго рода, в которых вторая производная 
[image: image779.wmf]y
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 равна нулю или не существует. Такими точками являются 
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Таблица 6.10
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Итак, в интервалах 
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 отрицательна и функция, следовательно, выпуклая, а в интервале 
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2). Отыскание точек перегиба.

При переходе через точку 
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 – это точка перегиба графика функции. Других точек перегиба нет.

4. Строим график функции (рис. 6.34).

Вопросы для самопроверки

1. Как определяется производная функции в точке? Какие обозначения применяются для производной? Как определяются односторонние производные?

2. Какой класс функций шире: непрерывных в точке или дифференцируемых в той же точке? Приведите примеры.

3.В чем заключается геометрический смысл производной? Составьте уравнения касательной и нормали к кривой. Как поступать в случае бесконечной производной?

4. Как определяется дифференциал функции? Для каких функций он вводится? В чем заключается геометрический смысл дифференциала?

5. Выведите формулу для приближенного вычисления значений функции с помощью дифференциала.

6. Выведите формулы производных суммы, произведения, частного двух функций. Приведите примеры применения этих формул.

7. Получите формулу дифференцирования сложной функции. Обобщите ее на любое (конечное) число промежуточных аргументов.

8. Выведите формулы производных постоянной и произведения постоянной на функцию.

9. Выведите формулы дифференцирования тригонометрических и логарифмической функций.

10. Как связаны производные прямой и обратной к ней функций? Примените эту теорему для вывода формул дифференцирования показательной и обратных тригонометрических функций.

11. С помощью правила дифференцирования сложной функции найдите производную степенной функции 
[image: image801.wmf]a

=

x

y

.

12. Выведите правило дифференцирования степенно – показательной функции 
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13. Как определяется логарифмическая производная?

14. Как дифференцировать функции, заданные неявно? Выведите правило дифференцирования функции, заданной параметрически.

15. Дайте определение производной второго, третьего, вообще n-го порядков. Как обозначаются производные высших порядков?

16. Приведите определение дифференциалов высших порядков. Как они обозначаются?

17. Приведите формулировки теорем Ферма и Ролля. Каков геометрический смысл этих теорем? Поясните примерами существенность всех трех условий теоремы Ролля.

18. Запишите формулу Тейлора n-го порядка с остаточным членом в форме Лагранжа. Что называется многочленом Тейлора? Когда эту формулу называют формулой Маклорена, и какой вид она принимает в этом случае?

19. Напишите формулы Маклорена для функций 
[image: image803.wmf],
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20. Как используется формула Тейлора для вычисления приближенных значений функции с заданной точностью? Приведите примеры.

21. Приведите теорему Лагранжа (теорему о среднем значении в дифференциальном исчислении). В чем геометрический смысл этой теоремы?

22. Выведите правило Лопиталя для раскрытия неопределенности типа 
[image: image808.wmf]0

0

. Перечислите различные типы неопределенностей, для раскрытия которых может быть использовано правило Лопиталя. Приведите примеры.

23. Дайте определение монотонно не убывающей (не возрастающей) функции в некотором промежутке. Какой промежуток называется промежутком монотонного изменения функции? Какая функция называется монотонной на промежутке?

24. Докажите необходимый и достаточный признаки монотонности функции. Покажите, что функция 
[image: image809.wmf]x
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 монотонно возрастает в любом промежутке. Приведите геометрический признак монотонности функции в некотором промежутке.

25. Дайте определение экстремумов функции – минимума и максимума. Сформулируйте теорему о необходимом признаке наличия экстремума в данной точке. Какая точка называется «критической точкой первого рода»?

26. Сформулируйте первый достаточный признак экстремума функции.

27. Дайте определение выпуклой и вогнутой на интервале функции.

28. Сформулируйте достаточное условие выпуклости (вогнутости) функции.

29. Как определяются точки перегиба? Сформулируйте необходимое условие существования точки перегиба. Каков достаточный признак существования точки перегиба?

30. Как используются высшие производные для обнаружения экстремума функции в данной точке?

31. Как найти наибольшее и наименьшее значения непрерывной на отрезке 
[image: image810.wmf][

]

b

a

.

  и дифференцируемой на интервале 
[image: image811.wmf](

)

b

a

,

 функции? Всегда ли они существуют?

32. Приведите определение асимптоты графика функции. Как найти вертикальную и наклонную асимптоты? Получите формулы для определения коэффициентов k и b в уравнении асимптоты 
[image: image812.wmf]b

kx

y

+

=

.

33. Дайте схему полного исследования функции и построения ее графика.

Рис.6.21
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Рис.6.16
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Рис.6.31
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