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Глава 6. Дифференциальное исчисление функций одной переменной


Дифференциальное и интегральное исчисления, составляющие основную часть математического анализа (или анализа бесконечно малыми), были оформлены в 17 веке в самостоятельную дисциплину И. Ньютоном (1643-1727, Англия) и Г. Лейбницем (1646-1716, Германия). Необходимость решения физических задач наибольшим образом стимулировала создание дифференциального и интегрального исчислений, что повлекло за собой появление в 18-20 веках математических дисциплин, которые по настоящее время используются для описания физических движений. Для описания других видов движений в природе и человеческом обществе (химических, биологических, социальных) не создано таких эффективных математических методов, какими являются методы дифференциального и интегрального исчислений при решении физических проблем (от простейших задач механики до задач атомной физики и астрофизики).

§ 6.1. Производная и дифференциал функции


Основными понятиями дифференциального исчисления являются производная и дифференциал; дадим их определения.

6.1.1. Производная функции

Пусть функция 
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Определение. Если существует предел 
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Производную обозначают различными способами: 
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Операция нахождения производной называется дифференцированием.


Определение. Если функция имеет производную в точке x, то она называется дифференцируемой в точке x. Если существует производная функции для любого x из промежутка 
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Пример 1. Найти производную функций, используя определение. 
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=[при вычислении последнего предела величина x предполагается фиксированной, а 
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6.1.2. Односторонние производные


Пусть значение x является одним из концов промежутка X, в котором определена функция 
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 также можно ввести понятия об односторонних производных, используя понятия правого и левого пределов функции.


Определение. Правой (левой) производной функции 
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Если односторонние производные функции 
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6.1.3. Геометрический смысл производной. Уравнение касательной и нормали к кривой 

10. Геометрический смысл производной. Пусть график функции 
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Пусть теперь точки 
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Если полукасательные 
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20. Уравнение касательной и нормали к кривой. Запишем уравнение касательной и нормали к кривой 
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где x, y – координаты  “текущей” точки касательной.


Так как для взаимно перпендикулярных прямых угловые коэффициенты 
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Замечание. При выводе формул (6.3) и (6.3() предполагалось, что производная 
[image: image106.wmf])

(

0

x

f

¢

 есть число, отличное от нуля. Если же 
[image: image107.wmf]0

)

(

0

=

¢

x

f

, то касательная в данной точке параллельна оси Ox и уравнение ее, следовательно, есть 
[image: image108.wmf]0

)

(

0

=

-

x

f

y

; уравнение нормали (она в этом случае параллельна оси Oy) имеет вид 
[image: image109.wmf]0

0

=

-

x

x

.

[image: image1332.wmf] 

y

 

X

 

0

 

a

 

ξ

 

в

 

Рис.6.5

 


Для случая 
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Определение. Если для всякого 
[image: image117.wmf])

;

(

b

a

x

Î

 в точке 
[image: image118.wmf]))

(

,

(

x

f

x

 графика функции 
[image: image119.wmf])

(

x

f

y

=

 существует касательная к графику, то говорят, что график функции 
[image: image120.wmf])

(

x

f

y

=

 имеет непрерывную касательную на интервале  
[image: image121.wmf])

;

(

b

a

.


Пример 2. Написать уравнение  касательной и нормали к графику функции 
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Решение. Из формул (6.3) и (6.3() уравнения касательной (К) и нормали (N) имеют вид, соответственно: (К):
[image: image124.wmf])

)(

(

0

0

0

x

x

x

y

y

y

-

¢

=

-

,  (N): 
[image: image125.wmf]=

-

0

y

y

 
[image: image126.wmf])

(

)

(

1

0

0

x

x

x

y

-

¢

-

=

.  В нашем случае 
[image: image127.wmf]2

0

-

=

x

, 
[image: image128.wmf]4

0

=

y

. Из примера 1.в) имеем 
[image: image129.wmf]x

x

y

2

)

(

2

=

¢

=

¢

, тогда 
[image: image130.wmf]4

2

)

2

(

)

(

2

0

-

=

=

-

¢

=

¢

-

=

x

x

y

x

y

. Поэтому (K): 
[image: image131.wmf])

2

(

4

4

+

-

=

-

x

y

 или 
[image: image132.wmf]0

4

4

=

+

+

y

x

, 
[image: image133.wmf])

2

(

)

4

(

1

4

:

)

(

+

-

-

=

-

x

y

N

 или 
[image: image134.wmf]0

18

4

=

+

-

y

x

.

6.1.4. Дифференциал функции


По теореме о связи функции с ее пределом (
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т.е. приращение функции состоит из двух слагаемых: 
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Операция нахождения дифференциала функции называется дифференцированием.
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Из формулы (6.6) следует, что если функция 
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6.1.5. Применение дифференциала в приближенных вычислениях
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Ошибка при такой замене есть бесконечно малая  более высокого порядка, чем 
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– формула для приближенного вычисления значения функции с помощью дифференциала.


Замечание. В качестве 
[image: image185.wmf]0

x

 выбирают число, удовлетворяющее условиям: 
а) значение 
[image: image186.wmf])

(

0

x

y

 вычисляется легко; б) 
[image: image187.wmf]0

x

 “близко” к числу 
[image: image188.wmf])

(

0

x

x

D

+

, т.е. 
[image: image189.wmf]x

D

 как можно меньше.


Пример 4. Найти приращение 
[image: image190.wmf]y

D

 и дифференциал dy функции 
[image: image191.wmf]2

5

x

x

y

+

=

 при 
[image: image192.wmf]2

0

=

x

 и 
[image: image193.wmf]01

,

0

=

D

x

. Вычислить погрешность 
[image: image194.wmf]dy

y

-

D

=

d

 при замене 
[image: image195.wmf]y

D

  на dy.


Решение. 
[image: image196.wmf]=

+

-

+

=

-

D

+

=

D

=

=

=

D

+

=

2

2

01

,

2

2

0

0

0

0

)

5

(

)

5

(

)

(

)

(

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

y

x

x

y

y



[image: image197.wmf]0901

,

0

)

2

2

5

(

)

01

,

2

(

01

,

2

5

2

2

=

+

×

-

+

×

=

. Так как


[image: image198.wmf]x

x

y

dy

D

¢

=

)

(

 и 
[image: image199.wmf]=

¢

+

=

¢

)

5

(

)

(

2

x

x

x

y



 EMBED Equation.3  [image: image200.wmf]x

x

x

2

5

)

(

)

(

5

2

+

=

¢

+

¢

, то  
[image: image201.wmf]09

,

0

)

2

5

(

)

(

01

,

0

2

0

01

,

0

2

0

01

,

0

0

0

=

D

+

=

D

¢

=

=

D

=

=

D

=

=

D

=

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

y

dy

.

Тогда 
[image: image202.wmf]0001

,

0

09

,

0

0901

,

0

=

-

=

-

D

=

d

dy

y

. Итак, 
[image: image203.wmf]0901

,

0

=

D

y

, 
[image: image204.wmf]09

,

0

=

dy

, 
[image: image205.wmf]0001

,

0

=

d

.

6.1.6. Геометрический смысл дифференциала
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Пусть, как и ранее, график функции 
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Таким образом, геометрически дифференциал функции равен приращению ординаты касательной, проведенной к графику функции 
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6.1.7. О непрерывности дифференцируемой функции


Теорема 6.1. Если функция 
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Функция определена и непрерывна на интервале 
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Из (6.9) и (6.9() следует, что в точке 
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6.1.8. Правила дифференцирования (правила I – IV)


Установим ряд правил, с помощью которых возможно вычисление производной для любой функции, составленной из элементарных функций при посредстве конечного числа арифметических действий и суперпозиций.
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Доказательство. Будем использовать определения производной (6.1) и дифференциала (6.6). Придадим x приращение 
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По теореме о непрерывности дифференцируемой функции, при 
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Теорема доказана.

Следствие 1. Если функции 
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Это вытекает из правил I и II.
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Здесь мы дважды использовали правило III. Аналогично правило III используется для большего числа сомножителей.

6.1.9. Производные элементарных функций


В примере 1 показали:
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Используя непрерывность функции cos x и первый замечательный предел 
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40. Тригонометрический косинус: 
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60. Тригонометрический котангенс: 
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70. Основная логарифмическая функция: 
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Так как в силу (5.21) 
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80. Логарифмическая функция: 
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Проиллюстрируем применение правил I – IV дифференцирования и полученные формулы 10 - 80 на примерах.


Пример 5. Найти производные функций: а) 
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6.1.10 Производная обратной функции


Для нахождения производных некоторых элементарных функций понадобится следующая теорема.


Теорема 6.3. Пусть: а) функция 
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Доказательство. Придадим значению 
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Отметим, что предельный переход при 
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Итак, имеем простую формулу 
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6.1.11. Производные элементарных функций (продолжение)

90. Показательная функция: 
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100. Показательная функция: 
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Обратные тригонометрические функции. 110. Рассмотрим функцию 
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Получите формулы: 130.   
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6.1.12. Производная сложной функции (правило V)


Как правило, требуется продифференцировать сложную функцию, а потому особую роль играет умение записать сложную функцию в виде композиции (суперпозиции) элементарных функций. Так, напомним, функция 
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Практически эта теорема означает, что производная сложной функции равна произведению производной внешней функции на производную внутренней функции.


Применение правила V для дифференцирования функции, являющейся композицией большего числа функций, чем два, рассмотрим на примере “трижды сложной” функции 
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6.1.13 Производные элементарных функций (продолжение)

150. Степенная функция: 
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Замечание. Можно показать, что последняя формула верна при 
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170. Степенно-показательная функция: 
[image: image466.wmf]v

u

y

=

, где 
[image: image467.wmf])

(

x

u

u

=

, 
[image: image468.wmf])

(

x

v

v

=

. 
Используя равенство 
[image: image469.wmf]a

b

b

e

a

ln

=

, представим данную функцию в виде 
[image: image470.wmf]u

v

e

x

y

ln

)

(

=

 и будем рассматривать 
[image: image471.wmf])

(

x

y

 как суперпозицию функций 
[image: image472.wmf]w

e

y

=

 и 
[image: image473.wmf]v

u

w

ln

=

, при этом внешняя функция 
[image: image474.wmf]w

e

 является основной элементарной функцией. Тогда по правилу V (см. (6.11)) 
[image: image475.wmf](

)

x

w

w

x

w

x

u

v

e

w

y

y

)

ln

(

¢

×

¢

=

¢

×

¢

=

¢

= =[применим правило III (дифференцирование произведения функций) и формулу из 9(: 
[image: image476.wmf](

)

w

w

e

e

=

¢

]= 
[image: image477.wmf])

)

(ln

ln

(

x

w

u

v

u

v

e

¢

+

¢

= [по правилу V: 
[image: image478.wmf]=

¢

×

¢

=

¢

x

u

x

u

u

x

u

)

(ln

)

)

(

(ln

 =
[image: image479.wmf]x

u

u

¢

×

1

;  
[image: image480.wmf]v

v

u

w

u

e

e

=

=

ln

]= 
[image: image481.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¢

+

¢

u

u

v

u

v

u

v

ln

. Итак,

                                
[image: image482.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

¢

+

¢

×

=

¢

u

v

u

v

u

u

x

u

v

x

v

ln

)

(

)

(

.                                          (6.12)


Пример 7. Найти производную функции 
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6.1.14 Сводка основных формул и правил


Если 
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 – дифференцируемая функция, то используя правило V (дифференцирование сложной функции), можно все полученные формулы для элементарных функций записать в более общем виде (формулы в правом столбце табл. 6.1). Приведем здесь основные формулы и правила дифференцирования. Производные (штрих вверху означает дифференцирование по x): 

Таблица 6.1
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Отметим, что в некоторых случаях при дифференцировании вместо частного функции 
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Внимание. В дальнейшем, для сокращения записи, иногда при вычислении производной будем в квадратных скобках указывать только номера используемых формул и правил из таблиц 1 и 2 и (если необходимо для большей наглядности) после двоеточия указывать их содержание.

Пример 8. Найти производную функции 
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Решение. Данный пример можно решить двумя способами.
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Второй способ. Используем правило дифференцирования частного двух функций: 
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6.1.15. Логарифмическая производная

Для функции 
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В некоторых случаях при отыскании производной функции в целях упрощения выкладок удобнее искать логарифмическую производную функции, т.е. сначала прологарифмировать данную функцию, а потом находить производную полученного выражения, используя правило дифференцирования сложной функции.

Пример 9. Найти производную 
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Решение. а) Можно было бы искать производную, применяя непосредственно к данной функции правила дифференцирования частного и произведения функций, но значительно проще решать эту задачу, находя логарифмическую производную функции y(x). Логарифмируем данную функцию по основанию e:
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Дифференцируем предыдущее соотношение по x, применяя правила дифференцирования алгебраической суммы функций и произведения функции на постоянную:

[image: image562.wmf])

)

3

(ln(

2

3

)

)

2

(ln(

3

2

)

)

1

(ln(

2

1

)

(ln

2

¢

+

-

¢

+

-

¢

-

=

¢

x

x

x

y

x

.

Так как (см. формулу 7( из п.6.1.14) 
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б) Производная функции y = xsin x найдена в примере 7. Здесь получим ее другим способом – с помощью логарифмической производной. Логарифмируем данную функцию y = xsin x по основанию e: 
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6.1.16. Дифференцирование функции, заданной неявно


С помощью правила V (дифференцирование сложной функции) можно находить производную функции, заданной неявно.


Пусть дифференцируемая функция y = y (x) задана неявно уравнением F (x, y) = 0. Дифференцируя тождество F (x, y (x)) = 0 как сложную функцию, можно вычислить 
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.


Пример 10. Найти производную y' функции y, заданной уравнением 
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Решение. Считая данное уравнение тождеством по x, т.е. что в этом уравнении y = y (x), дифференцируем его по x;  в силу правила III имеем: 
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Производные сложных функций 
[image: image581.wmf])

(

2

x

y

 и 
[image: image582.wmf])

(

x

y

e

 по x находим по правилу V: 
[image: image583.wmf](

)

(

)

x

x

y

x

y

y

y

y

y

¢

×

=

¢

×

¢

=

¢

2

2

2

,  
[image: image584.wmf](

)

(

)

x

y

x

y

y

x

y

y

e

y

e

e

¢

×

=

¢

×

¢

=

¢

;  
[image: image585.wmf](

)

2

3

3

x

x

x

=

¢

. Тогда уравнение (*) примет вид  
[image: image586.wmf]0

3

2

2

=

-

¢

×

+

¢

×

x

y

e

y

y

y

, отсюда 
[image: image587.wmf](

)

2

3

2

x

e

y

y

y

=

+

¢

 или 
[image: image588.wmf](

)

1

2

2

3

-

+

=

¢

y

e

y

x

y

.


Для того чтобы вычислить производную неявной функции в точке x0, достаточно из заданного уравнения для y (x) найти значение y (x0) и подставить его в выражение для y' вместе со значением x0. Так, в нашем случае при 
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[image: image590.wmf](

)

3

2

3

)

0

(

0

,

1

1

2

=

+

=

¢

=

=

-

y

x

y

e

y

x

y

.

Рекомендация. Для того, чтобы найти производную функции y (x), заданной  неявно уравнением F (x, y) = 0, достаточно: 1) продифференцировать равенство  F (x, y) = 0 по x, помня, что y есть функция от x; 2) разрешить полученное соотношение относительно y'. 

6.1.17. Дифференцирование функции, заданной параметрически


Пусть функция y от x задана параметрически формулами 
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Теорема 6.5. Пусть: а) функции  
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Доказательство. Придадим значению 
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получат приращения, которые в силу соотношения (6.5) могут быть записаны в виде:
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Пример 11. Найти производную 
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Пример 12. Написать уравнения касательной к кривой 
[image: image638.wmf]t

t

x

cos

=

, 
[image: image639.wmf]t

t

y

sin

=

 в точке 
[image: image640.wmf]4

/

0

p

=

t

.
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§6.2. Производные и дифференциалы высших порядков

6.2.1. Производные высших порядков

Если функция 
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Если функция 
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Таким образом,
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Аналогичным образом определяется производная порядка n или n – я производная функции 
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По аналогии с (6.14а) и (6.14б) имеем соотношение, определяющее n-ую производную
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Таким образом, для вычисления n-ой производной функции 
[image: image687.wmf])

(

x

y

 необходимо предварительно вычислить n–1 производные 
[image: image688.wmf])

1

(

...,

,

,

-

¢

¢

¢

n

y

y

y

.


Пример 13. Вычислить производные указанных порядков от заданной функции.


Как и ранее, в квадратных скобках будем указывать правила и формулы из п. 6.1.14 (таблицы 6.1 и 6.2), которые используются для вычисления производных.
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2. Функция 
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3. Функция 
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Воспользовавшись формулами (6.14б), (6.13), получим: 
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6.2.2. Дифференциалы высших порядков


Пусть функция 
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Аналогично, если функция 
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Приняв обозначение 
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Имеют место также обозначения 
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Пример 14. Для функции 
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§6.3. Теоремы Ферма и Ролля

Поведение дифференцируемой на некотором промежутке функции 
[image: image772.wmf]()
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 тесно связано с поведением производной 
[image: image773.wmf]()
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 этой функции. Установлению этого факта помогут теоремы, приводимые ниже.

6.3.1. Теорема Ферма

(Ферма Пьер (1601–1665) – французский математик)

Теорема 6.6. Пусть функция 
[image: image774.wmf]()
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 удовлетворяет условиям: а) определена в некоторой окрестности 
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 точки 
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; б) в точке 
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 принимает наибольшее или наименьшее значение; в) существует конечная производная 
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Доказательство. Пусть для определенности функция 
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 принимает в точке 
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 наибольшее значение, т.е. для всех x из интервала 
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Если 
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Так как по условию б) теоремы существует конечная производная 
[image: image790.wmf]()

y

¢

x

 в точке 
[image: image791.wmf]x
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Два последних соотношения выполняются одновременно лишь при условии, что 
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, что требовалось доказать.


Аналогично доказывается, если функция 
[image: image794.wmf]()
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 в точке 
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 принимает наименьшее значение на интервале 
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Вспоминая геометрическое истолкование производной 
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 как углового коэффициента касательной к кривой 
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[image: image799.wmf]()

yx

 при 
[image: image800.wmf]x

=x

 принимает наибольшее (наименьшее) значение в интервале 
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, то касательная к графику функции в точке 
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 параллельна  оси абсцисс  (рис. 6.4, а).
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Замечание. Для доказательства теоремы существенно условие, что точка 
[image: image803.wmf]x

– внутренняя точка промежутка. Без этого предположения теорема перестает  быть верной. Так, например, функция 
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 определена на замкнутом промежутке [1; 2] и наибольшее значение достигает при 
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, а наименьшее – при x = 1, т.е. на концах отрезка [1; 2], однако и в той и в другой точке производная не равна нулю, ибо 
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 для всякого х  из отрезка [1; 2]  (рис. 6.4, б).


6.3.2. Теорема Ролля

(Ролль Мишель (1652–1719) – французский математик)


Теорема 6.7. Пусть функция 
[image: image807.wmf]()
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 удовлетворяет условиям: а) определена и непрерывна на отрезке [а, b]; б) имеет конечную производную 
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, по крайней мере, на интервале (а, b); в) на концах отрезка принимает равные значения, т.е.  
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. Тогда существует хотя бы одна такая точка 
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Доказательство. Мы уже знаем, что функция, непрерывная на [а, b], принимает в некоторых точках [а, b] наибольшее значение М  и наименьшее значение m.  Возможны два случая: 


1) 
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. В этом случае 
[image: image814.wmf]()

yx
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 во всех точках отрезка [а, b]. Тогда в качестве точки 
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 можно взять любую точку интервала (a, b).


2. 
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 не является постоянной. Из условия 
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 следует, что хотя бы одно из значений M или m не принимается на концах отрезка [а, b]. Пусть этим значением является М, т.е. существует такая точка 
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. Ясно, что это значение М будет наибольшим значением функции и на интервале (а, b). Таким образом, функция 
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 в точке 
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 и в некоторой ее окрестности удовлетворяет всем условиям теоремы Ферма, из которой следует, что 
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, что требовалось доказать.


Геометрически теорема Ролля означает, что у графика функции, удовлетворяющей условиям теоремы, существует точка, в которой касательная параллельна оси абсцисс (рис. 6.5).
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Замечание 1. Все условия а), б), в) теоремы Ролля существенны и при невыполнении хотя бы одного из них теорема неверна. Поясним сказанное примерами.
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1. Функция
[image: image826.wmf]î
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 удовлетворяет условиям б) и в) теоремы Ролля, но не удовлетворяет условию а) – непрерывности на отрезке [–1, 1], ибо в точке 
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 функция разрывна, так как 
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 (рис. 6.6). Производная функции 
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 равна 1 для каждой точки из интервала (– 1, 1). Следовательно, в интервале (– 1, 1) нет такой точки 
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2. Функция 
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, задана на отрезке [– 1, 1] (рис. 6.7) и удовлетворяет условиям а) и в) теоремы Ролля, но не удовлетворяет условию б), т.е. не дифференцируема в точке 
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 (см. пример из 6.1.7 и формулы (6.9) и (6.9'). Для всех значений х из интервала (– 1, 0) производная 
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, а потому в интервале (– 1, 1) не существует такой точки 
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, хотя в точке x = 0 функция принимает наименьшее значение на отрезке.

3. Функция 
[image: image839.wmf]()1,[1,1]

yxxx

=+Î-

 удовлетворяет условиям а) и в), не удовлетворяет условию б), т.е. 
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 (рис. 6.8). В каждой точке интервала (– 1, 1) производная 
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Замечание 2. Если ввести функцию 
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 и при этом 
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 удовлетворяет на отрезке [а, b] условиям теоремы Ролля, то 
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 будет удовлетворять условиям: а) определена и непрерывна на отрезке [а, b]; б) существует конечная производная 
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 в каждой точке интервала (а, b), ибо 
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;
в) на концах отрезка принимает равные, нулевые значения, ибо 
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[image: image850.wmf]()()()()()0

Fbybyayaya

=-=-=

. Тогда существует хотя бы одна точка 
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 лежит хотя бы нуль производной 
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. Поэтому теорема Ролля равносильна утверждению: между нулями дифференцируемой функции лежит хотя бы один нуль ее производной (рис. 6.9).


Этот факт, заметим, используется при доказательстве обобщенной теоремы Ролля.


6.3.3. Обобщенная теорема Ролля


Теорема 6.8. Пусть функция 
[image: image856.wmf]()
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 удовлетворяет условиям: а) определена и непрерывна на отрезке [а, b]; б) дифференцируема на этом отрезке, по крайней мере, n + 1 раз; в) на концах отрезка [а, b] принимает нулевые значения, т.е. 
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; г) на одном из концов отрезка, например в точке 
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Доказательство теоремы приводить здесь не будем (при необходимости его можно найти в учебниках по математическому анализу). Отметим только, что для доказательства достаточно n + 1 раз применить теорему Ролля с замечанием 2 из п. 6.3.2.


Обобщенную теорему Роля применим при выводе одной из важнейших формул математического анализа – формулы Тейлора, которая находит большое применение в теоретических и прикладных вопросах математики и физики.

§6.4. Приближение функции многочленом. Формула Тейлора. 
Формула Маклорена. Теорема Лагранжа

6.4.1. Приближение функции многочленом

Ранее мы показали (см. (6.5)), что для приращения 
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Здесь 
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Если обозначить 
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Практически, в окрестности точки 
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 функцию 
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 можно заменить многочленом первой степени 
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Величина 
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 в формуле (6.19) характеризует погрешность приближения (6.20).


Заметим, что графиком функции 
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 явля-ется прямая, касательная к графику функции 
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 в точке 
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Таким образом, в окрестности точки 
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 график функции 
[image: image886.wmf]()
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 можно заме-нить отрезком касательной к графику функции в этой точке, а саму функцию – многочленом первой степени. В этом случае говорят, что имеем первое приближение функции.


Если требуется повысить точность при приближении функции многочленом, то необходимо функцию 
[image: image887.wmf]()
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 заменить многочленом более высокой степени. Решим эту задачу.

6.4.2. Формула Тейлора

(Тейлор Брук (1685–1731) – английский математик)


Требуется найти многочлен (n + 1)-й степени
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с  соответствующим образом подобранными коэффициентами 
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 такой, чтобы в окрестности точки х0 выполнялось равенство
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Потребуем, чтобы функция 
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 в точке х0  и  её окрестности имела все производные до порядка n + 1 включительно.


Найдем коэффициенты 
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Потребуем, чтобы функция 
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Таким образом, условия а) – г) накладывают на функцию 
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Для выполнения второго условия из в) требуем, чтобы на правом конце отрезка 
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Итак, все условия обобщенной теоремы Ролля для функции 
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Из соотношения (6.24) при найденных значениях коэффициентов 
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При этом 
[image: image946.wmf]()
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, т.е. значение 
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 зависит от значения х.


Формула (6.25) точная. Ее недостаток в том, что относительно точки 
[image: image948.wmf]x

 известно, что она всегда существует (при выполнении наложенных на функцию 
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 условий), но не всегда можно указать ее точное численное значение.

Мы получили формулу Тейлора для ориентированного отрезка 
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Последнее слагаемое в формуле Тейлора (6.25), обозначаемое 
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называется остаточным членом формулы Тейлора в форме Лагранжа.


Замечание. Иногда точку 
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 записывают в форме: 
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Последнее выражение называется остаточным членом формулы Тейлора в форме Пеано.

Остаточный член 
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 многочленом  EMBED Equation.DSMT4  
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   (рис. 6.12).
6.4.3. Формула  Маклорена

(Маклорен Колин (1698–1746) – шотландский математик)


Если в формуле Тейлора (6.25) положить 
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6.4.4. Формулы Маклорена и Тейлора с остаточным членом 
в форме Лагранжа для некоторых элементарных функций

1. Формула Маклорена для функции y = еx
Находим 
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при этом точка 
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 находится между точками х и 0.

2. Формула Маклорена для функции y = sin x
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[image: image978.wmf](sin)cossin

2

yxxx

p

æö

¢¢

=-=+

ç÷

èø

;


[image: image979.wmf]sincoscossin2

22222

yxxxxx

¢

¢

æpöpppp

æöæöæöæöæö

¢¢

=+=++=+=+×

ç÷ç÷ç÷ç÷ç÷

ç÷

èøèøèøèøèø

èø

;


[image: image980.wmf](3)

sin2cos22cos2sin3

22222

yxxxxx

¢

¢

æpöpppp

æöæöæöæöæö

=+=++=+=+

ç÷ç÷ç÷ç÷ç÷

ç÷

èøèøèøèøèø

èø

;

по индукции, 
[image: image981.wmf]()

sin

2

k

yxk

p

æö

=+

ç÷

èø

. Тогда


[image: image982.wmf]0

(0)sin|0

x

yx

=

==

,


[image: image983.wmf]()

1

0

0,

если2

(0)sinsin,1,2,...

22

(1),2

k

m

x

km

k

yxkm

km

-

=

=

ì

pp

ï

æö

=+===

í

ç÷

èø

-=

ï

î


Если взять 
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и, согласно формуле (6.28)
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3. Формула Маклорена для функции y = сos x
Так как  
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Если взять n = 2m + 1, то
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и, согласно формуле (6.28)
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4. Формула Маклорена для функции y = (1 + x)m ( m ( 0).

Находим производные


[image: image996.wmf]1

((1))(1)

mm

yxmx

-

¢¢

=+=+

,


[image: image997.wmf]12

()((1))(1)(1)

mm

yymxmmx

--

¢¢¢¢¢

==+=-+

,


[image: image998.wmf](3)2

()((1)(1))

m

yymmx

-

¢¢¢¢

==-+=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image999.wmf]3

(1)(2)(1)

m

mmmx

-

--+


и по индукции


[image: image1000.wmf]()

(1)...[(1)](1),1,2,...

kmk

ymmmkxk

-

=---+=

.

Тогда 
[image: image1001.wmf](0)1,(0),(0)(1),...

yymymm

¢¢¢

===-

,


[image: image1002.wmf]()

(0)(1)(2)...[(1)]

n

ymmmmn

=----

,


[image: image1003.wmf](1)(1)

()(1)...[(1)]()(1)

nmn

ymmmnmn

+-+

x=----+x


и, следуя формуле Маклорена (6.28), получим разложение функции 
[image: image1004.wmf](1)

m

x

+

 в окрестности точки х = 0:


[image: image1005.wmf]2

(1)1

(1)(1)...[(1)]

(1)1...

1!2!!

(1)...[(1)]()

(1).

(1)!

mn

mnn

mmmmmmn

xxxx

n

mmmnmn

x

n

-++

----

+=+++++

----

++x

+

.

5. Формула Маклорена для функции y = ln (1 + x).

Находим 
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6. Формула Тейлора для функции y = ln x в окрестности точки х0 = 1.

Находим 
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точка 
[image: image1022.wmf]x

 находится между точками х и 1.

6.4.5. Приближенное вычисление значений функций; 
формулы Тейлора и Маклорена (примеры)


Пример 15. Найти приближенное значение для 
[image: image1023.wmf]3
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.

Решение. Выражение 
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В качестве x0 выберем целое число, удовлетворяющее условиям: 
а) корень третьей степени из x0 вычисляется легко; б) x0 близко к 
[image: image1031.wmf]200
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Итак, 
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Пример 16. Для функции 
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 записать формулу Маклорена с остаточным членом в форме Лагранжа.

Решение. Задачу можно решить двумя способами. 
Первый способ. Находим все необходимые производные функции 
[image: image1035.wmf]1
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Второй способ. Используем стандартные (т.е. раз и навсегда полученные) разложения по формуле Маклорена основных элементарных функций, каковыми являются разложения для функций 
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 (см. п. 6.4.4) и ряда других функций.
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Полученное разложение можно отнести к стандартным и пользоваться им как «табличным» при решении других задач.

Пример 16. Записать для функции 
[image: image1046.wmf]1
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 разложению по формуле Маклорена с остаточным членом в форме Лагранжа.

Решение. В примере 15 получили разложение (его можно отнести к стандартным)
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Тогда 
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Пример 17. Записать для функции 
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 с остаточным членом в форме Лагранжа в окрестности точки 
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Решение. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа для функции 
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при этом значение 
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 находится между значениями 
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Тогда, подставляя 
[image: image1080.wmf](3)

,,,()

222

yyyy

ppp

æöæöæö

¢¢¢

x

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

 в соотношении (*), получаем требуемое разложение


[image: image1081.wmf]23

coscos2

11

1sin(13cossin)

22262

x

exxex

x

ppp

æöæöæö

=+-+-+×x×+x-x×-

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

.

Пример 18. Применяя формулу Маклорена, вычислить 
[image: image1082.wmf]0,1
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 с точностью до 0,0001.

Решение. Формула Маклорена с остаточным членом в форме Лагранжа для функции 
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Остаточный член 
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 характеризует погрешность, которую мы допускаем, заменяя приближенно в окрестности точки 
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т. е. погрешность приближенной формулы
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не превосходит величины 
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при этом погрешность не будет превосходить величины
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Вычислим последовательно величины 
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Результаты вычислений последовательно заносим в таблицу 
[image: image1104.wmf](
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после вычисления 
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Результаты вычислений
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Из таблицы видно, как с ростом k растет точность вычисления 
[image: image1110.wmf]0,1
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 с четырьмя верными знаками после запятой.

6.4.6. Теорема Лагранжа (о среднем значении)

Теорема 6.9. Пусть функция 
[image: image1114.wmf]()
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 удовлетворяет условиям:

а) непрерывна на отрезке 
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б) дифференцируема в интервале 
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, т.е. имеет конечную производную в любой точке интервала.

Тогда в интервале 
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Доказательство. Составим функцию 
[image: image1120.wmf]()()

FxyxKx

=+×
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 удовлетворила на отрезке 
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 всем условиям теоремы Ролля (см. п. 6.3.2). Первые два условия теоремы Ролля выполняются в силу условий а) и б) для функции 
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При таком выборе функции 
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 к ней применима теорема Ролля и, следовательно, существует такая точка 
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, откуда, учитывая найденное значение K получаем утверждение теоремы.

Обращаясь к геометрическому истолкованию теоремы Лагранжа 
(рис. 6.13), заметим, что отношение
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есть угловой коэффициент секущей АВ (
[image: image1133.wmf]b

– угол наклона секущей АВ к оси абсцисс), а 
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[image: image1137.wmf](
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 – угол наклона касательной к оси абсцисс). Таким образом, утверждение теоремы Лагранжа равносильно следующему: на дуге АВ графика функции 
[image: image1138.wmf]()

yx

 всегда найдется, по крайней мере, одна точка М, в которой касательная параллельна хорде АВ.
Замечание. В числитель и знаменатель равенства (6.29) входят конечные приращения 
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носит название формулы Лагранжа или формулы конечных приращений.

Теорема Лагранжа лежит в основе доказательства многих формул и теорем анализа.

§6.5. Раскрытие неопределенностей. Теорема Коши.
Правило Лопиталя–Бернулли

6.5.1 Раскрытие неопределенностей

Во многих случаях отыскание предела функции 
[image: image1142.wmf]()
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 при стремлении аргумента к конечному числу 
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которые называются неопределенностями, ибо по ним нельзя сказать:

а) существует ли указанный предел;

б) если предел существует, то как его найти.

Вычисление пределов в указанных случаях называется раскрытием неопределенностей. Проиллюстрируем некоторые виды неопределенностей.

1. Выражение 
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2. Выражение вида 
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3. Выражение 
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Определение. Неопределенностью вида 
[image: image1156.wmf]0
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Определение. Неопределенностью вида 
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В частности, в предыдущих определениях аргумент х может стремиться к бесконечности.

Замечание. Неопределенности других видов из (6.30) определяются аналогичным образом.

Покажем, как в некоторых случаях можно раскрыть неопределенности с помощью правила Лопиталя–Бернулли, для обоснования которого воспользуемся теоремой Коши.

6.5.2. Теорема Коши

Теорема 6.10. Пусть функции 
[image: image1164.wmf]()
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 и 
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 удовлетворяют условиям:

а) непрерывны на отрезке 
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б) существуют конечные производные, по крайней мере, в интервале 
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в) 
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Доказательство. Сначала покажем, что знаменатель в левой части формулы (6.31) не равен нулю. Действительно, применяя к функции 
[image: image1174.wmf]()
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 на отрезке 
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 теорему Лагранжа (см. п. 6.4.6), получим
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но по условию в) теоремы 
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Составим функцию 
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 удовлетворяла всем условиям теоремы Ролля (см. п. 6.3.2). Первые два условия теоремы Ролля выполняются в силу условий а) и б) для функций 
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При таком выборе k к функции 
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 применима теорема Ролля и, следовательно, существует такая точка 
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откуда (после деления на 
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Замечание. Если функция 
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Отсюда можно утверждать, что теорема Лагранжа есть частный случай теоремы Коши.

6.5.3. Правило Лопитала–Бернулли

Правило состоит в том, что вычисление предела отношения функций, дающих неопределенности вида 
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, заменяется вычислением предела отношения производных этих функций, если последний предел существует. Обоснованием правила являются нижеследующие теоремы.

10. Раскрытие неопределенности вида 
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Теорема 6.11. Пусть функции 
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 и 
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 удовлетворяют условиям:

а) определены в промежутке 
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б) имеют односторонние (правосторонние) нулевые пределы в точке 
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Тогда существует и предел
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Доказательство. Чтобы воспользоваться при доказательстве теоремой Коши, доопределим функции 
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 удовлетворяют условиям теоремы Коши, и потому существует такая точка 
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(6.33)
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Так как мы положили 
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Можно показать (здесь мы этого делать не будем): если 
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Переходя в обеих частях равенства (6.34) к пределу при 
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что и требовалось доказать.

Совершенно аналогично рассматривается теорема для промежутка 
[image: image1233.wmf]20
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Следствие 1. Пусть функции 
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 и 
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 удовлетворяют условиям:

а) определены в промежутке 
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б) 
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в) существует конечный  или бесконечный, равный 
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Тогда существует и предел 
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Доказывать следствие не будем, отметим только, что заменой 
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 условия и утверждение следствия приводятся к условиям и утверждению теоремы 6.11, которая доказана.

Это следствие оказывается верным с соответствующим изменением и при 
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.

20. Раскрытие неопределенности вида 
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Приведем без доказательства следующую теорему.

Теорема 6.12. Пусть функции 
[image: image1245.wmf]()
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 и 
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 удовлетворяют условиям:

а) определены в промежутке 
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б) 
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в) существуют конечные производные 
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Тогда существует и предел 
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Теорема 6.12. остается в силе с естественными изменениями для промежутка 
[image: image1258.wmf]0
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Итак, имеем правило Лопиталя–Бернулли для раскрытия неопределенностей типа 
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где 
[image: image1264.wmf]0
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 – конечная или бесконечно удаленная точка на оси Oх, а функции 
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 заданы во всех точках ее двусторонней или  односторонней окрестности, кроме, быть может, самой точки 
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 можно заменить отношение функций отношением их производных и отыскивать предел этого нового отношения.

Замечание. Если производные 
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, в свою очередь, удовлетворяют условиям теоремы 6.11, или следствия 1, или теоремы 6.12, то к их отношению снова можно применить правило Лопиталя–Бернулли, т.е. 
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и т.д.

Другие виды неопределенностей из (6.30) приводятся к неопределенностям вида 
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 и затем может быть применено правило Лопиталя–Бернулли.

30. Раскрытие неопределенности вида 
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Далее для раскрытия неопределенностей типа 
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 в (6.38) применяем правило Лопиталя–Бернулли (6.36).

40. Раскрытие неопределенности вида 
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Воспользуемся основным свойством логарифмов: 
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Тогда, используя (6.39), имеем
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Но 
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50. Раскрытие неопределенности вида 
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Тогда 
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 т.е. раскрытие неопределенности вида 
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 свели к раскрытию неопределенности вида 
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, а ее рассмотрели выше (см. (6.38)).

Обратить внимание. Для сокращения записи в пояснениях к примерам вместо «правило Лопиталя–Бернулли» будем писать «правило Л.-Б.».

Пример 19. Вычислить: 
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Пример 21. Вычислить: 
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Пример 22. Вычислить: 
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Пример 23. Вычислить 
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Решение. Имеем неопределенность вида (1(). Ввиду четности функции 
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Итак, 
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Пример 24. Вычислить:
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Замечание. Правило Лопиталя утверждает, что в случае существования предела отношений производных к тому же пределу стремится и отношение функций, но не наоборот: если предел отношения производных не существует, то это еще не обязательно означает, что не существует и предел отношения функций. Приведем пример.
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