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Математический анализ. Интегральное исчисление (неопределенный интеграл)


Первообразная и неопределённый интеграл
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Основные свойства неопределенного интеграла
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 (инвариантность формул интегрирования).

Таблица основных неопределённых интегралов
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Основные методы интегрирования
Метод непосредственного интегрирования.

Метод интегрирования, при котором данный интеграл путем тождественных преобразований подынтегральной функции и применения свойств неопределенного интеграла приводится к одному или нескольким табличным интегралам, называется непосредственным интегрированием.

Метод подведения под знак дифференциала. 

В интегралах вид 
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. Этот метод называется подведением под знак дифференциала.

Метод замены переменной 
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Метод интегрирования по частям. 
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– числа). Эти интегралы вычисляются двукратным интегрированием по частям. В процессе решения приходим к уравнению относительно искомого интеграла.

Интегрирование простейших функций, содержащих квадратный трехчлен
а) Интегралы вида 
[image: image79.wmf]ò

+

+

c

bx

ax

dx

2

и 
[image: image80.wmf]ò

+

+

c

bx

ax

dx

2

                                               (6.1)

сводятся к табличным 13-16 после выделения из квадратного трехчлена полного квадрата.
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При интегрировании таких функций сначала в числителе создаётся дифференциал квадратного трехчлена, стоящего под знаком корня, и после этого данный интеграл по свойству 5 разбивается на два, первый из которых берётся по формуле 2 таблицы интегралов, а второй – интеграл (6.1), рассмотренный раньше. Аналогично берётся и второй интеграл из (6.2)
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Эти интегралы приводятся к интегралам (6.2) подстановкой 
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Рациональные дроби

Функция называется дробно-рациональной или рациональной дробью, если она представляет собой дробь, в числителе и знаменателе которой стоят многочлены степени m и n соответственно, Для такой функции используют обозначение 
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Если 
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где 
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Дроби вида
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где 
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Всякую правильную рациональную дробь 
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 можно представить (и притом единственным образом) в виде суммы простейших дробей
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 – некоторые действительные коэффициенты.

Интегрирование простейших рациональных дробей

Рассмотрим интегрирование каждой из простейших дробей (6.3).

Дробь I типа.
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Дробь II типа. 
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Дробь III типа. 
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Дробь IV типа. 
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Интегрирование рациональных дробей

Пусть 
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Интегрирование некоторых тригонометрических функций

Функцию с переменными 
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     Вычисление неопределенных интегралов типа 
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(

x

x

R

x

x

R

=

-

-

, то удобнее сделать подстановку 
[image: image146.wmf]t

x

=
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,  
[image: image147.wmf]2
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1
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1

sin
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=
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.

2) если функция 
[image: image148.wmf](

)

sin;cos

Rxx

 нечетная относительно 
[image: image149.wmf]sin

x

, то есть 
[image: image150.wmf](sin,cos)

Rxx

-=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image151.wmf](sin,cos)

Rxx

-

, то  для нахождения этих интегралов применяется подстановка 
[image: image152.wmf]cos

xt

=

.  

3) если функция 
[image: image153.wmf](

)

sin;cos

Rxx

 нечетная относительно 
[image: image154.wmf]cos

x

, то есть 
[image: image155.wmf](sin,cos)(sin,cos)

RxxRxx

-=-

, то  делается подстановка 
[image: image156.wmf]sin

xt

=

.  

      Для нахождения интегралов типа 
[image: image157.wmf]xdx

x

n

m

cos

sin

ò

 используются следующие приемы:

1) подстановка 
[image: image158.wmf]t

x

=

sin

, если 
[image: image159.wmf]n

 – целое положительное нечетное число;

2) подстановка 
[image: image160.wmf]cos

xt

=

, если 
[image: image161.wmf]m

 – целое положительное нечетное число;

3) формулы понижения порядка 


[image: image162.wmf]2
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[image: image163.wmf]2
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[image: image164.wmf]1
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, если 
[image: image165.wmf]m

 и 
[image: image166.wmf]n

 – целое неотрицательные четное числа;

4) подстановка 
[image: image167.wmf]tg

xt

=

, где 
[image: image168.wmf]2
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t
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+

 
[image: image169.wmf]2
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cos

1

x

t
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+

, если 
[image: image170.wmf]mn

+

 – есть четное отрицательное целое число.

     Интегралы вида 
[image: image171.wmf]sincos,sinsin,coscos

xxdxxxdxxxdx

ababab

òòò

 вычисляются с помощью формул:  


[image: image172.wmf]1
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Интегрирование некоторых иррациональных функций

Основной приём интегрирования таких функций заключается в рационализации подынтегрального выражения 

1) 
[image: image175.wmf]dx
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 Интеграл берется с помощью подстановки 
[image: image176.wmf]N

t

d

cx

b

ax
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+

, где 
[image: image177.wmf]N

 – наименьший общий знаменатель дробей 
[image: image178.wmf]i
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2) 
[image: image179.wmf]222222
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Интеграл рационализуется с помощью тригонометрических подстановок


[image: image180.wmf]ò

-
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2

2

dx
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R

– подстановкой 
[image: image181.wmf]t
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sin
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[image: image182.wmf] 
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– подстановкой 
[image: image183.wmf]t
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[image: image184.wmf] 
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– подстановкой 
[image: image185.wmf]t
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x
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или

 

cos

=

=

.

3) Интегрирование дифференциальных биномов. Дифференциальным биномом называется выражение 
[image: image186.wmf]dx

b

ax

x

p

n

m
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(

+

. Интегралы 
[image: image187.wmf]ò
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dx

b

ax
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 берутся в элементарных функциях только в следующих трёх случаях: 

а) 
[image: image188.wmf]p

– целое,

б) 
[image: image189.wmf]n

m

1

+

 – целое. В этом случае делается подстановка 
[image: image190.wmf]s

n

t

b

ax
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,  где 
[image: image191.wmf]s
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в) 
[image: image192.wmf]p
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 – целое. Подстановка 
[image: image193.wmf]n
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4) Интегрирование выражений вида 
[image: image194.wmf])
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+

. Подстановки Эйлера.

а) Если 
[image: image195.wmf]0
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, то применяется первая подстановка Эйлера: 
[image: image196.wmf]x
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ax
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;
б) Если 
[image: image197.wmf]0
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c

, то делается вторая подстановка Эйлера: 
[image: image198.wmf]c
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в) Если 
[image: image199.wmf]c
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 имеет различные действительные корни 
[image: image200.wmf]1

x

 и 
[image: image201.wmf]2
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, то применяется третья подстановка Эйлера: 
[image: image202.wmf])
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