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Математический анализ. Интегральное исчисление. Определенный интеграл


Интегральная сумма. Понятие определённого интеграла. Геометрический и физический смысл определённого интеграла

Пусть функция  
[image: image153.wmf] определена и ограничена на отрезке 
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 – произвольное разбиение этого отрезка на 
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 частей (рис.7.1).  Сумма вида     
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В этом случае функция 
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Основные свойства определённого интеграла
Свойство 1.  Если функции 
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Свойство 2. Если функция 
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Свойство 3. Для интегрируемой на 
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Следствие.  Для интегрируемой функции  верно равенство 
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Свойство 4.  Для любых чисел 
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Свойство 5.  Если подынтегральная функция на отрезке интегрирования не меняет знака, то определённый интеграл сохраняет тот же знак, что и функция, то есть: если  
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Свойство 6. (интегрирование неравенств)  Если 
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Свойство 7.   Если функция 
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Свойство 8 (Оценка интеграла). Пусть функция 
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Свойство 9 (Теорема о среднем). Если функция 
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Вычисление определённого  интеграла. Формула Ньютона–Лейбница
Если функция  
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Теорема 1.  Если  
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Теорема 2. (Формула  Ньютона–Лейбница)  Пусть  
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Основные методы вычисления  определённого интеграла
Замена переменной в определённом интеграле. Если  функция 
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Интегрирование по частям. Пусть функции 
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Несобственные интегралы
При введении понятия определённого интеграла предполагали следующие условия: а) отрезок интегрирования 
[image: image90.wmf]]
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 является конечным; б) подынтегральная функция 
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 – ограниченная на отрезке интегрирования. В этом случае определённый интеграл называется собственным. Если хотя бы одно из указанных условий нарушается, то интеграл называется  несобственным. Несобственный интеграл является обобщением понятия определённого интеграла.

Несобственный интеграл I–го рода (По бесконечному промежутку). 

Рассмотрим в качестве области интегрирования промежутки: 
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При этом говорят, что несобственный интеграл сходится, если этот предел конечный и расходится, если этот предел либо не существует, либо равен бесконечности. 


На полупрямой 
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Аналогично определяется несобственный интеграл: 
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Свойства несобственных интегралов:


Свойство 1. Если сходится несобственный интеграл 
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Свойство 2.  Если сходятся интегралы 
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 Признаки сходимости несобственных интегралов

1. Признак сравнения. Пусть даны два несобственных интеграла: 
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подынтегральные функции которых удовлетворяют неравенству:  
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. Тогда из сходимости интеграла (7.4) следует сходимость интеграла (7.3), из расходимости интеграла (7.3) следует расходимость интеграла (7.4).

2. Признак эквивалентности. Если существует конечный предел  
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3. Признак Дирихле (условной сходимости)  Если 1) функции 
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Несобственный интеграл II–го рода (от неограниченных функций).  Пусть функция 
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.  При этом говорят, что несобственный интеграл сходится, если предел конечен и расходится, если он не существует или равен бесконечности. 

Замечание:  рассмотренные признаки сходимости верны и для несобственных интегралов второго рода.

Если функция 
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