2
Математический анализ. Определенный интеграл

ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ
5.1. Способы вычисления 
определённых интегралов
1. Вычислить интеграл 
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 Воспользуемся формулой Ньютона – Лейбница 
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Ответ. 
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2. Вычислить интеграл 
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 Воспользуемся свойством аддитивности определённого интеграла 
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Ответ. 
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3. Вычислить интеграл 
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 Преобразуем подынтегральную функцию:
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По свойству аддитивности определенного интеграла имеем:
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 2231 – 2250.

4. Вычислить интеграл 
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 Выполним подведение по знак дифференциала:
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 2251 – 2258.

5. Вычислить интеграл 
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 Воспользуемся формулой замены переменной 
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Ответ.  
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• Рекомендуем решить задачи № 2275 – 2282.

6. Вычислить интеграл 
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 Применим формулу интегрирования по частям (см. 4.1.4) 
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 2259 – 2268.

Для нечетных функций, т. е. 
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7. Вычислить интеграл 
[image: image62.wmf]12

12

1

cosln

1

x

Ixdx

x

-

+

=

-

ò

.


[image: image63.wmf]Ñ

 Область определения подынтегральной функции 
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Ответ. 
[image: image70.wmf]0

I

=

.

8. Доказать равенство 
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 Для доказательства достаточно установить четность подынтегральной функции: 
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• Рекомендуем решить задачи № 2328 – 2338.

5.2. Приложения 
определённого интеграла 
5.2.1. Вычисление площадей плоских фигур
1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
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( Вычислим площадь фигуры по формуле 
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где фигура ограничена двумя кривыми 
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Построим заданную фигуру (рис. 5.1) и вычислим площадь:
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Ответ. 
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Рис. 5.1
Рис. 5.2

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной косинусоидой 
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Площадь фигуры 
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Ответ. 
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3. Вычислить площадь области, ограниченной кривой, полярное уравнение которой 
[image: image106.wmf]sin3

r

=j

.

( Применим формулу для вычисления площади сектора, ограниченного кривой и двумя полярными лучами 
[image: image107.wmf]a

 и 
[image: image108.wmf]b

: 
[image: image109.wmf](

)

2

1

()

2

Srd

b

a

=jj

ò

. Кривая 
[image: image110.wmf]sin3

r

=j

 – трехлепестковая роза (см. § 1.3). Один из лепестков радиус-вектор 
[image: image111.wmf]r

 опишет при изменении угла 
[image: image112.wmf]j

 от 
[image: image113.wmf]0

 до 
[image: image114.wmf]3

p

 (находится из условия 
[image: image115.wmf]sin30

r

=j³

), тогда площадь трёх лепестков:


[image: image116.wmf]/3/3/3

22

000

1cos6

333

sin3sin3

2222

Sddd

ppp

-j

=jj=jj=j=

òòò



=
[image: image117.wmf]/3

0

sin6

3

464

p

j

æö

p

j-=

ç÷

èø

. (
Ответ. 
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4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной одной аркой циклоиды 
[image: image119.wmf](sin),

(1cos),

xatt

yat

=-

ì

í

=-

î

 
[image: image120.wmf]02

t

££p

 и осью 
[image: image121.wmf]Ox

.
( Применим формулу для вычисления площади фигуры, ограниченной кривой, уравнение которой задано в параметрической форме, осью 
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 и двумя вертикальными прямыми 
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 2455 – 2518.

5.2.2. Вычисление длины дуги 
плоской кривой

Общая формула для вычисления длины дуги плоской кривой имеет вид: 
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5. Найти длину дуги кривой 
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( Кривая задана в декартовых координатах. В качестве переменной интегрирования выберем 
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 – абсциссы начала и конца дуги кривой. График кривой изображён на рис. 5.3. Из уравнения 
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Ответ. 
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6. Найти длину одной арки циклоиды 
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( Кривая задана в параметрической форме. В этом случае 
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 2519 – 2548.

5.2.3. Вычисление объёмов тел, 
образованных вращением фигуры 
вокруг указанной оси

7. Найти объём тела, образованного вращением фигуры, ограниченной линиями 
[image: image173.wmf]2

yx

=

, 
[image: image174.wmf]0

x

=

,  
[image: image175.wmf]22

y

=

, вокруг оси 
[image: image176.wmf]Oy

.

( Применим формулу для вычисления объёма тела, образованного вращением вокруг оси 
[image: image177.wmf]Oy

 криволинейной трапеции, ограниченной кривой, заданной уравнением 
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. Построим тело, образованного вращением вокруг оси 
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Ответ. 
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8. Вычислить объёмы тел, полученных вращением фигуры, ограниченной линиями 
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( Применим формулу для вычисления объёма тела, образованного вращением вокруг оси 
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Рис. 5.5
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 2555 – 2578.

5.2.4. Вычисление площади 
поверхности вращения

9. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением дуги параболы 
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Построим данную поверхность (рис. 5.6). 


[image: image210.wmf](

)

12

2

0

221(2)

y

Syydy

¢

=p+=

ò



[image: image211.wmf](

)

(

)

1/2

3/2

1212

00

0

21

12

221221221

23/23

y

ydyydy

y

+

p

=p+=p+=p=-

òò

. (
Ответ. 
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10. Определить площадь поверхности, образованной вращением дуги кубической параболы 
[image: image213.wmf]3

yx

=

 вокруг оси 
[image: image214.wmf]Ox

, от начала координат до точки с абсциссой 
[image: image215.wmf]1

x

=

. 

( Площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ox дуги гладкой кривой 
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Рис. 5.6    
  Рис. 5.7
Построим данную поверхность (рис. 5.7). 
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 2594 – 2609.

5.3. Несобственные интегралы
5.3.1. Несобственные интегралы 
с бесконечными пределами 
интегрирования (I рода)
Напомним, что несобственный интеграл от непрерывной функции 
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Если этот предел существует и конечен, то несобственный интеграл называется сходящимся; если же предел не существует или равен бесконечности – расходящимся.

Аналогично
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1. Вычислить интеграл 
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Ответ. Интеграл сходится и равен 
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2. Вычислить 
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Интеграл 
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 расходится, так как предел не существует.

Ответ. Интеграл расходится.

3. Вычислить 
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Ответ. Интеграл сходится и равен 1.

4. Вычислить 
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( Функция 
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и, переходя к пределу, можно сделать следующие выводы:
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Ответ. Интеграл сходится при 
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• Рекомендуем решить задачи № 2366 – 2385.

5. Исследовать сходимость интеграла 
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( Исследуем сходимость интеграла по признаку сравнения. Пусть даны два несобственных интеграла 
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Ответ. Интеграл расходится.

6. Исследовать сходимость интеграла 
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( Исследуем интеграл по признаку сравнения (см. предыдущий пример). Заметим, что 
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Ответ. Интеграл сходится.

7. Исследовать на сходимость интеграл 
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( Исследуем сходимость интеграла по предельному признаку сравнения. Если существует конечный предел 
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т.е. сравниваемой функцией является 
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Ответ. Интеграл расходится.

8. Исследовать сходимость интеграла 
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 Исследуем интеграл на сходимость по предельному признаку сравнения:
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), следовательно, исходный интеграл также сходится. (
Ответ. Интеграл сходится.

• Рекомендуем решить задачи  № 2386 – 2393. 

9. Исследовать на абсолютную сходимость интеграл 
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 Несобственный интеграл 
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Ответ. Интеграл сходится абсолютно.

10. Исследовать на условную сходимость интеграл 
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 Несобственный интеграл 
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Ответ. Интеграл сходится условно.

5.3.2. Несобственные интегралы 
от неограниченных функций 
(II рода)

Если функция 
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[image: image356.wmf]xc

=

 отрезка 
[image: image357.wmf][

]

,

ab

 и непрерывна при 
[image: image358.wmf]axc

£<

 и 
[image: image359.wmf]cxb

<£

, то по определению 



[image: image360.wmf]1

12

2

00

()lim()lim()

c

bb

aac

fxdxfxdxfxdx

-e

e®e®

+e

=+

òòò

.

При этом говорят, что несобственный интеграл сходится, если каждый предел конечен, и расходится, если один из пределов не существует или равен бесконечности. 

Замечание 1.  Точка 
[image: image361.wmf]xc
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 бесконечного разрыва функции 
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 может совпадать с одним из концов отрезка 
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.
Замечание 2.  Рассмотренные признаки сходимости для несобственных интегралов по бесконечному промежутку верны и для несобственных интегралов от неограниченной функции.

11. Вычислить 
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Ответ. Интеграл расходится.

12. Вычислить 
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 Подынтегральная функция 
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 имеет бесконечный разрыв в точке 
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. Представим данный интеграл в виде суммы двух интегралов: 
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Первый интеграл есть собственный интеграл, вычисляемый по формуле Ньютона – Лейбница: 
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Второй интеграл вычисляется по определению несобственного интеграла:
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Следовательно, исходный интеграл равен 
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Ответ. Интеграл сходится и равен 
[image: image380.wmf]80
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13. Вычислить 
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 Функция 
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 имеет бесконечный разрыв при 
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 существует определенный интеграл 
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тогда по определению 
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если 
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 является сходящимся; если 
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Ответ. Интеграл 
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• Рекомендуем решить задачи  № 2394 – 2411. 

14. Исследовать сходимость интеграла 
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 Для исследования сходимости данного интеграла применим предельный признак сравнения. Подынтегральная функция имеет бесконечный разрыв в точке 
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По предельному признаку сравнения два несобственных интеграла 
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 сходятся или расходятся одновременно. Интеграл 
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Ответ. Интеграл сходится.

15. Исследовать сходимость интеграла 
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 Подынтегральная функция имеет бесконечный разрыв при 
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Интеграл 
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), следовательно, исходный интеграл сходится по предельному признаку сходимости. (
Ответ. Интеграл сходится.

16. Исследовать сходимость интеграла 
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 Для данного интеграла применим предельный признак сравнения. Функция 
[image: image420.wmf](

)

4

cos

sin

x

fx

xx

=

-

 имеет бесконечный разрыв при 
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Это означает, что если в качестве сравниваемой функции возьмем 
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Ответ. Интеграл сходится.

• Рекомендуем решить задачи  № 2412 – 2117.
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