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Математический анализ. Неопределенный интеграл

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
4.1. Основные методы интегрирования 
Основные свойства неопределенного интеграла
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Таблица основных неопределенных интегралов
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4.1.1. Метод непосредственного интегрирования

Метод интегрирования, при котором данный интеграл тождественными преобразованиями подынтегральной функции и применением свойств неопределенного интеграла приводится к одному или нескольким табличным интегралам, называется непосредственным интегрированием.

1. Вычислить интеграл  
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(Для вычисления интеграла применим свойства 3 и 4: 
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2. Вычислить интеграл 
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 В подынтегральном выражении выделим целую часть и, применив свойство 3, получим:
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Ответ. 
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4.1.2. Метод подведения под знак дифференциала

В интегралах вида 
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. Этот метод называется подведением под знак дифференциала.

3. Вычислить интеграл 
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Ответ. 
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4.1.3. Метод интегрирования подстановкой

Пусть требуется  вычислить интеграл 
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5. Вычислить интеграл 
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(Сделаем подстановку 
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4.1.4. Метод интегрирования по частям
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 принимать функцию, которая при дифференцировании упрощается. После применения метода интеграл, стоящий справа в этой формуле, должен быть проще интеграла, стоящего слева. Формула интегрирования по частям может применяться неоднократно. 
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2. Для нахождения интегралов вида 
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[image: image94.wmf]()

k

Px

, при этом 
[image: image95.wmf]()

k

dvPxdx

=

.

3. Интегралы вида 
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– числа) вычисляются двукратным интегрированием по частям. В процессе решения приходим к уравнению относительно искомого интеграла.
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(Это интеграл типа 1:
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(Интеграл является циклическим (тип 3), применение метода интегрирования по частям приводит к исходному интегралу:
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Подставив найденное выражение для 
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• Рекомендуем решить задачи № 1676 – 1883.

4.2.   Основные классы 
 интегрируемых функций

4.2.1. Интегрирование простейших функций, 
содержащих квадратный трехчлен

Интегралы вида 
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 сводятся к табличным интегралам (или сумме табличных интегралов) после выделения в знаменателе из квадратного трехчлена полного квадрата. 
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( В знаменателе подынтегральной функции выделим полный квадрат: 
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( Выделим в знаменателе подынтегральной функции полный квадрат: 
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Получим: 
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• Рекомендуем решить задачи № 1940 – 1953, 2151 – 2154; 2156; 2157.

4.2.2.  Интегрирование 
дробно-рациональных функций

4. Записать разложение дробно-рациональной функции на элементарные дроби:
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Для контроля правильности разложения дроби на простейшие число неопределенных коэффициентов 
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Ответ. 
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знаменатель имеет только действительные различные корни

5. Вычислить интеграл 
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( Подынтегральная функция является неправильной дробью (степень числителя выше степени знаменателя), поэтому выделим целую часть и правильную дробь, разделив уголком многочлен на многочлен:
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Дробь примет вид 
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Разложим правильную дробь в виде суммы элементарных с неопределенными коэффициентами:



[image: image176.wmf]2
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Приведем правую часть к общему знаменателю и, опустив его, получим 
[image: image177.wmf]2(2)(1)(1)(2)
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. Найдем коэффициенты 
[image: image178.wmf]A
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, 
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 методом частных значений (корни знаменателя простые действительные). Подставив поочередно в правой и левой частях равенства вместо 
[image: image181.wmf]x

 значения 
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 (корни знаменателя), получим: 
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[image: image186.wmf]23
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[image: image187.wmf]13

C

=

. Вычислим интеграл:
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Ответ. 
[image: image190.wmf]2

21

lnln2ln1

233

x

IxxxxC

=++---++

.

• Рекомендуем решить задачи № 2012 – 2021.

знаменатель имеет только действительные корни; 
некоторые корни – кратные

6. Вычислить интеграл 
[image: image191.wmf]2
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( Под знаком интеграла стоит правильная рациональная дробь, у которой корни знаменателя действительные, но среди них есть кратный: 
[image: image192.wmf]322
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. Разложение рациональной дроби на элементарные имеет вид
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Приведем правую часть к общему знаменателю и, опустив его, получим:


[image: image194.wmf]222
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image195.wmf]x

 по методу неопределенных коэффициентов, получим систему уравнений для нахождения неопределенных коэффициентов:
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Решив систему, получим 
[image: image202.wmf]3,2,1
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 и перейдем к вычислению интеграла
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Ответ. 
[image: image204.wmf]2
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• Рекомендуем решить задачи № 2022 – 2035.

среди корней знаменателя имеют комплексные различные корни

7. Вычислить интеграл 
[image: image205.wmf]53
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[image: image206.wmf]Ñ

 Выделим из неправильной дроби целую часть и правильную дробь: 
[image: image207.wmf]53
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. Разложим полученную правильную дробь на сумму простейших с неопределенными коэффициентами 
[image: image208.wmf]4222
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image209.wmf]22
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. Приведем правую часть к общему знаменателю и опустим его
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. Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях переменной 
[image: image212.wmf]x

 в левой и правой части тождества:
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Решив систему, получим
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 2036 – 2047.

знаменатель имеет комплексные кратные корни

8. Вычислить интеграл 
[image: image228.wmf]3
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[image: image229.wmf]Ñ

 Подынтегральное выражение является правильной рациональной дробью. Знаменатель дроби равен 
[image: image230.wmf]42
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, тогда разложение правильной дроби на элементарные примет вид
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. Для определения коэффициентов составим систему, приравняв коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image235.wmf]x
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Имеем интегралы вида
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Рассмотрим вычисление этих трех интегралов по отдельности:
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Исходный интеграл равен сумме вычисленных интегралов 
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Ответ.  
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• Рекомендуем решить задачи № 2048 – 2055.

4.2.3. Интегрирование 
тригонометрических функций

Функцию с переменными 
[image: image258.wmf]()

tx

 и 
[image: image259.wmf]()

sx

, над которыми выполняются рациональные действия (сложение, вычитание, умножение, деление, возведение в целую степень), принято обозначать 
[image: image260.wmf]((),())

Rtxsx

, где 
[image: image261.wmf]R

 – знак рациональной функции.

Интегралы вида 
[image: image262.wmf](sin,cos)
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 сводятся к интегралам от рациональной функции с помощью подстановки 
[image: image263.wmf]tg
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, которая называется универсальной тригонометрической подстановкой. С помощью указанного приема удобно вычислять интегралы вида:
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9. Найти интеграл 
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 Применив универсальную тригонометрическую подстановку 
[image: image268.wmf]tg

2

x

t

=

, вычислим 
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 и сведем данный интеграл к интегралу от дробно-рациональной функции: 
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. Подставив в тождество корни знаменателя 
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Ответ. 
[image: image283.wmf]tg2

ln

1tg2

x

IC

x

=+

+

.

10. Найти интегралы 
[image: image284.wmf]sin
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 С помощью универсальной подстановки 
[image: image287.wmf]tg

2

x

t

=

, 
[image: image288.wmf]2

2

sin

1

t

x

t

=

+

, 
[image: image289.wmf]2

2

1

dt

dx

t

=

+

 получим 
[image: image290.wmf]sin

dx

x

ò


[image: image291.wmf]2

2

12

lnlntg

22

1

tdtdtx

tCC

tt

t

+

===+=+

+

òò

.

Аналогично, с помощью универсальной подстановки, вычисляется интеграл 
[image: image292.wmf]cos
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, но здесь сделаем иначе:
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Ответ. 
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Отметим, что универсальная подстановка приводит интеграл от рациональной функции к интегралу от дробно-рациональной функции, но в перечисленных ниже случаях интегралы берутся более рационально. 

	Подынтегральная функция 
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четная относительно 
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нечетная относительно 
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нечетная относительно 
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11. Найти интеграл 
[image: image308.wmf]3
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( Подынтегральная функция является четной относительно 
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тогда применим подстановку 
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Ответ. 
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12. Найти интеграл 
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 Используем подстановку 
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 1827, 1830, 2099, 2100, 2104, 2117, 2118, 2119, 2120, 2121, 2126.

13. Вычислить интеграл 
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 Подынтегральная функция 
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 1822, 2090.

Интегралы вида 
[image: image347.wmf]sincos
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. Но для вычисления подобных интегралов используются следующие приемы:  

а) если 
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 – нечетное число, то применяем подстановку 
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б) если 
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 – нечетное число, то применяем подстановку 
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в) если 
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 – неотрицательные четные числа, то для понижения степени тригонометрических функций используются формулы 
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14. Вычислить интеграл 
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 – целые четные положительные числа. Применим формулы понижения степени, тогда
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Ответ. 
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Интегралы вида 
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 вычисляются с использованием тригонометрических формул
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15. Найти интеграл  
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 1816 – 1819.

4.2.4. Интегрирование 
некоторых иррациональных функций

Основной приём интегрирования таких функций заключается в рационализации подынтегрального выражения. 

Интегралы вида 
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приводятся к интегралам от дробно-рациональной функции с помощью подстановки 
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16. Вычислить  интеграл 
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( Наименьший общий знаменатель дробей 
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 равен 
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Ответ. 
[image: image401.wmf]44

212212ln211

IxxxC

=-+-+--+

.

• Рекомендуем решить задачи № 2068 – 2075.

Интегралы вида 
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 приводятся к интегралам от функций, рационально зависящих от тригонометрических функций, с помощью следующих тригонометрических подстановок: 
	Вид интеграла
	Подстановка 
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17. Найти интеграл 
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( Рационализация подынтегрального выражения достигается подстановкой 
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так как
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Ответ. 
[image: image426.wmf]2

4

arcsin

2

xx

IC

x

-

=--

.

Интегрирование дифференциальных биномов 
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18. Найти интеграл 
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Разложим подынтегральную функцию на сумму простейших дробей: 
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Определив коэффициенты 
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Ответ. 
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19. Найти интеграл 
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( Представим интеграл в виде 
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20. Найти интеграл 
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( Представим интеграл в виде 
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Представим подынтегральную функцию в виде суммы элементарных дробей (см. 4.2.2, выкладки здесь опускаем), тогда
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 2068 – 2075, 1890 – 1901, 2076 – 2089.
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