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Математический анализ. 
Дифференцирование функций одной переменной

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

3.1. Дифференцирование функций, 
заданных явно, неявно 
и параметрически 

Таблица производных основных элементарных и сложных функций, примеры
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Правила дифференцирования функций
Пусть 
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1. Продифференцировать функцию 
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2. Продифференцировать функцию 
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 Сложную функцию 
[image: image90.wmf](

)

5

lntg3

yx

=

 представим в виде цепочки элементарных функций: 
[image: image91.wmf]5

yu

=

, 
[image: image92.wmf]ln

ut

=

, 
[image: image93.wmf]tg

tz

=

, 
[image: image94.wmf]3

zx

=

. По правилу вычисления производной сложной функции имеем 
[image: image95.wmf]xutzx

yyutz

¢¢¢¢¢

=

; так как 
[image: image96.wmf]4

5

u

yu

¢

=

, 
[image: image97.wmf]1

t

u

t

¢

=

, 
[image: image98.wmf]2

1

cos

z

t

z

¢

=

, 
[image: image99.wmf]3

x

z

¢

=

, получим выражения через переменную 
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• Рекомендуем решить задачи № 466 – 649, 667 – 769..

3. Продифференцировать функцию 
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, используя правило логарифмического дифференцирования.
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 Для дифференцирования данной функции использовать правила дифференцирования неэффективно. Применим метод логарифмического дифференцирования. Логарифмируя данную функцию и применяя свойства логарифмов, получим:
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Продифференцируем обе части равенства по 
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Подставив выражение для 
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, получим производную заданной функции:  
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Ответ. 
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4. Продифференцировать функцию 
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 Функция является показательно-степенной, ее производная вычисляется методом логарифмического дифференцирования. Прологарифмируем данную функцию: 
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• Рекомендуем решить задачи № 650 – 666.

5. Найти производную 
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 Производная 
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Подставив полученные выражения в формулу для 
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[image: image140.wmf]2

x

t

t

y

e

¢

=

, 
[image: image141.wmf]t

xte

=×

.
• Рекомендуем решить задачи № 936 – 945.

6. Продифференцировать функцию 
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 787, 788, 792 – 813.
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 а) Производная второго порядка 
[image: image156.wmf]y

¢¢

 явно заданной функции 
[image: image157.wmf]2

33

yxx

=-+

 вычисляется дифференцированием первой производной. Вычислим первую производную функции: 
[image: image158.wmf]23

yx

¢

=-

 и, повторно дифференцируя, получим: 
[image: image159.wmf]()2

yy

¢¢¢¢

==

.
б) Используем правило дифференцирования произведения
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8. Найти производную второго порядка параметрически заданной функции 
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 Производная второго порядка 
[image: image169.wmf]y

¢¢

 параметрически заданной функции 
[image: image170.wmf]()

yx

 вычисляется по формуле 
[image: image171.wmf](

)

x

t

x

t

y

y

x

¢

¢

¢¢

=

¢

. Вычислим первую производную параметрически заданной функции 



[image: image172.wmf]2

2

3sincos

tg

3cossin

t

x

t

y

bttb

yt

xa

att

¢

¢

==-=-

¢

   при  
[image: image173.wmf](

)

21

2

tk

p

¹+

.
Получили новую параметрически заданную функцию 
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Ответ. 
[image: image181.wmf]24

1

3cossin

xx

b

y

att

¢¢

=

, 
[image: image182.wmf]3

cos

xat

=

 .
9. Найти производные 
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Подставив в это равенство вместо производной 
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Найдем производную 
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[image: image201.wmf]ln
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. Полагая 
[image: image202.wmf]x

 зависящей от 
[image: image203.wmf]y

, дифференцируем обе части равенства
[image: image204.wmf]ln
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 и определяем 
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, затем выражаем 
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: 
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. Продифференцируем полученное выражение 
[image: image210.wmf]y
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[image: image211.wmf]y

 и, подставив вместо производной 
[image: image212.wmf]y
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 его значение, получим: 
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Ответ. 
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[image: image216.wmf]ln
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.

• Рекомендуем решить задачи № 1006, 1007, 1019  – 1028, 1059 – 1062, 1069 – 1079.

10. Исходя из определения найти производную функции 



[image: image217.wmf](
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в точке 
[image: image218.wmf]0

x

=

.


[image: image219.wmf]Ñ

 По определению производная функции 
[image: image220.wmf]()
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 в точке 
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. Учитывая что 
[image: image223.wmf]0
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, запишем определение в других обозначениях 
[image: image224.wmf]0
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. По условию задачи 
[image: image225.wmf]0
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[image: image226.wmf]0
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[image: image228.wmf]0
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Так как функция 
[image: image230.wmf]1

sin
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 – ограниченная, а 
[image: image231.wmf]x

– бесконечно малая функция при 
[image: image232.wmf]0
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, то по теореме о произведении бесконечно малой функции на ограниченную имеем бесконечно малую величину 
[image: image233.wmf]1

sin0
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 при 
[image: image234.wmf]0
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. Заменяя в числителе бесконечно малую функцию 
[image: image235.wmf]1
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 эквивалентной функцией 
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 и снова используя упомянутую теорему, получим
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Ответ. 
[image: image239.wmf](0)0
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11. Вычислить производную функции 
[image: image240.wmf]yx
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 в точке 
[image: image241.wmf]0
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[image: image242.wmf]Ñ

 Функция 
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 определена и непрерывна на 
[image: image244.wmf]R

. Покажем, что в точке 
[image: image245.wmf]0
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 функция не дифференцируема. Исходя из определения вычислим производную функции в точке 
[image: image246.wmf]0
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:
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Отсюда следует, что предел функции 
[image: image249.wmf]yx
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 не существует, так как 
[image: image250.wmf](
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. Значит, функция 
[image: image251.wmf]yx
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 не имеет производной в точке 
[image: image252.wmf]0
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Ответ. В точке 
[image: image253.wmf]0
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 производная функции 
[image: image254.wmf]yx

=

 не существует.

12. Вычислить производную функции 
[image: image255.wmf]3
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 в точке 
[image: image256.wmf]0
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[image: image257.wmf]Ñ

 Функция 
[image: image258.wmf]3
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 определена и непрерывна на 
[image: image259.wmf]R

. По определению производной функции в точке 
[image: image260.wmf]0
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 имеем: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image262.wmf]3
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Ответ. Функция 
[image: image263.wmf]3

x

 имеет бесконечную производную в точке 
[image: image264.wmf]0
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.

• Рекомендуем решить задачи № 907 – 916.
3.2. Дифференциал функции. Приближенное вычисление значения функции
1. Найти дифференциал функции 
[image: image265.wmf]32
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yxx
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 в точке 
[image: image266.wmf]x

.


[image: image267.wmf]Ñ

 Дифференциал функции 
[image: image268.wmf]()

yyx

=

 в точке 
[image: image269.wmf]x

 есть 
[image: image270.wmf]()()
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[image: image272.wmf]2

(32)

xxdx

-

. (
Ответ. 
[image: image273.wmf]2
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.  
• Рекомендуем решить задачи № 889 – 898.
В приведенных ниже примерах приближенные значения выражений вычисляются по формуле 
[image: image274.wmf]000

()()()()

yxyxyxxx
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. Эта формула получена из определения дифференциала: 
[image: image275.wmf](
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[image: image276.wmf](
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[image: image277.wmf](
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[image: image279.wmf]0
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2. Вычислить приближенное значение 
[image: image280.wmf]9,1

.     


[image: image281.wmf]Ñ

 Из определения дифференциала 
[image: image282.wmf](
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[image: image284.wmf](
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[image: image285.wmf](

)

(

)

(

)

000

yxyxxoxx

¢

=+D+-

, 
[image: image286.wmf]0
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 Для вычисления 
[image: image287.wmf]9,1

 рассмотрим функцию 
[image: image288.wmf]yx
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. Найдем «рядом» с точкой 
[image: image289.wmf]9,1
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 точку 
[image: image290.wmf]0
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, в которой значение 
[image: image291.wmf]0
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 вычислялось бы точно. Этой точкой является точка 
[image: image292.wmf]0
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. Производная функции 
[image: image293.wmf]1
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 в точке 
[image: image294.wmf]0
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 равна 
[image: image295.wmf](9)16

y

¢

=

, и значение функции 
[image: image296.wmf]0
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; тогда по формуле вычисления приближенных значений получим
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Ответ. 
[image: image298.wmf]9,13,02
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3. Вычислить приближенное значение 
[image: image299.wmf]arctg1,05

.


[image: image300.wmf]Ñ

 Для вычисления 
[image: image301.wmf]arctg1,05

 рассмотрим функцию 
[image: image302.wmf]arctg
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. Выберем 
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, тогда 
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[image: image306.wmf]2
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. По формуле вычисления приближенных значений имеем 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image311.wmf]40,50,050,81
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Ответ. 
[image: image312.wmf]arctg1,050,81
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.

4. Вычислить приближенное значение 
[image: image313.wmf]cos31
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.
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 Рассмотрим функцию 
[image: image315.wmf]cos
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. Так как 
[image: image316.wmf]o
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, то положим 
[image: image317.wmf]0
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 и вычислим в этой точке значения функции и ее производной: 
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; 
[image: image321.wmf]180
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. По формуле для приближенных вычислений получим 
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Ответ. 
[image: image324.wmf]cos31
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image325.wmf]0,86
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• Рекомендуем решить задачи № 899 – 902.

3.3. Касательная и нормаль к кривой. Геометрический смысл 
производной

1. Составить уравнение касательной и нормали к кривой 
[image: image326.wmf]224
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xxyy
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 в точке 
[image: image327.wmf](1,1)
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.


[image: image328.wmf]Ñ

 Уравнения касательной и нормали к кривой 
[image: image329.wmf]()

yfx
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 в точке 
[image: image330.wmf]00
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 имеют следующий вид: 


 
[image: image331.wmf](

)

(

)

(

)

000

yyxyxxx

¢

-=-

, 
[image: image332.wmf](

)

(

)

(

)

00

0

1

yyxxx

yx

-=--

¢

.

Здесь 
[image: image333.wmf]x

, 
[image: image334.wmf]y

 - координаты текущей точки касательной (нормали); 
[image: image335.wmf]0
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 находятся из уравнения заданной кривой.
Уравнение кривой задано неявно. Продифференцируем по 
[image: image337.wmf]x

 обе части уравнения 
[image: image338.wmf]224
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, считая 
[image: image339.wmf]y

 функцией от 
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, и выразим 
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В нашем случае 
[image: image344.wmf]0
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. Вычислим значение производной в точке 
[image: image346.wmf](
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Составим уравнение касательной: 
[image: image348.wmf](
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; уравнение нормали: 
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Ответ. Уравнение касательной 
[image: image352.wmf]450
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.
2. Найти угловой коэффициент касательной к кривой, заданной параметрически  
[image: image354.wmf]2
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[image: image355.wmf]2

225

ytt

=--

 в точке 
[image: image356.wmf](

)

2,1

M

-

.


[image: image357.wmf]Ñ

 Если кривая задана уравнением 
[image: image358.wmf]()
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, то производная 
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, равна угловому коэффициенту касательной к графику функции в точке с абсциссой 
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. Вычислим производную параметрически заданной кривой: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image363.wmf]42
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. Каждому значению параметра 
[image: image364.wmf]t

 на плоскости 
[image: image365.wmf](,)
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 соответствует точка 
[image: image366.wmf](
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. Определим значение параметра 
[image: image367.wmf]t

, соответствующее точке 
[image: image368.wmf](2,1)
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. Так как точка 
[image: image369.wmf](2,1)
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 принадлежит кривой, то значение параметра удовлетворяет системе уравнений:
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Значение 
[image: image371.wmf]2
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 есть решение данной системы уравнений. Вычислим значение производной в точке 
[image: image372.wmf](2,1)
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Ответ. Угловой коэффициент касательной к кривой 
[image: image374.wmf]2
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 в точке 
[image: image376.wmf](2,1)
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 равен 
[image: image377.wmf]67

.

• Рекомендуем решить задачи № 454 –463, 790 – 791, 828 – 842.

3.4. Раскрытие неопределенностей по 
правилу Лопиталя 

Сформулируем правило Лопиталя. Если 
1) функции 
[image: image378.wmf]()
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 дифференцируемы на 
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4) существует предел (конечный или бесконечный) 
[image: image385.wmf]()
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Тогда существует и предел 
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1. Вычислить предел по правилу Лопиталя 
[image: image387.wmf]3
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[image: image388.wmf]Ñ

 Для раскрытия неопределенности вида 
[image: image389.wmf]0
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 трижды применим правило Лопиталя: 
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Ответ. 
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2. Применяя правило Лопиталя, вычислить предел 
[image: image393.wmf]2
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 Для раскрытия неопределенности вида 
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 применим правило Лопиталя 
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[image: image397.wmf]2

0

2

2sincos

sin

lim

1

sin

x

xx

x

x

®

-

=
[image: image398.wmf](

)

0

lim2sincos0

x

xx

®

-=

. (
Ответ. 
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3. Применяя правило Лопиталя, вычислить предел 
[image: image400.wmf](
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 Предел неопределенностей типа 
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. Вычислим предел по правилу Лопиталя 
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, следовательно, 
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Ответ. 
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4. Применяя правило Лопиталя, вычислить предел 
[image: image412.wmf](
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 Запишем предел в следующем виде:
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 и вычислим предел по правилу Лопиталя
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5. Применяя правило Лопиталя, вычислить предел 
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, тогда вычислим предел по правилу Лопиталя
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Ответ. 
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6. Применяя правило Лопиталя, вычислить предел 
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 Пределы неопределенностей типа 
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 1324 – 1364.

3.5. Формула Тейлора и ее применение 
1. Разложить по формуле Тейлора функцию 
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 Разложение функции 
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Возвращаемся к исходной переменной.
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Ответ. 
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2. Разложить по формуле Маклорена функцию 
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 Выпишем формулу Маклорена для функции 
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Проведем вычисления: 
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. Подставив полученные значения в формулу Тейлора, получим: 
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• Рекомендуем решить задачи № 1498 – 1512.

3. Используя основные разложения, найти
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 Для раскрытия неопределенности вида 
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Формулы достаточно выписать с остаточным членом 
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Ответ. 
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4. Многочлен 
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 Выпишем формулу Тейлора для многочлена 3-й степени в окрестности точки 
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Вычислив 
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5. Исследовать поведение функции 
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 Применим формулу Тейлора:
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Функция ведёт себя в окрестности точки 
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3.6. Исследование функций с помощью производных

Возрастание и убывание функции. Экстремумы функции
1. Найти интервалы возрастания и убывания функции
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В точках 
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• Рекомендуем решить задачи  № 1150 – 1164.

2. Исследовать на экстремум функцию 
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 Пусть функция 
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Область определения функции 
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. Исследуем характер каждой критической точки (знак производной в окрестности этих точек): 
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В точке 
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Ответ. В точке 
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3. На рис. 3.1 показан график производной функции 
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Рис. 3.1
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 Критическими точками функции 
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. Исследуем характер каждой критической точки. Для производной функции в точке 
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Ответ. Точка 
[image: image591.wmf]3

x

=

 является точкой максимума функции, график производной которой изображен на рис. 3.1.

• Рекомендуем решить задачи  № 1165 – 1184.

4. Найти наименьшее значение функции 
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 Если функция непрерывна на отрезке 
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Найдем критические точки функции: 
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• Рекомендуем решить задачи  № 1185 – 1197.

Выпуклость, вогнутость. Точки перегиба графика функции
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Ответ. Для графика функции, изображенного на рис. 3.2, а, на всем отрезке 
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6. Найти интервалы вогнутости и выпуклости, точки перегиба графика функции 
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• Рекомендуем решить задачи  № 1287 – 1300.

3.7. Асимптоты графика функции. Общее исследование функции
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1. Найти асимптоты графика функции 
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График функции имеет горизонтальную асимптоту 
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2. Найти асимптоты графика функции 
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(предел вычисляется по правилу Лопиталя, см. тему 3.4). Прямая 
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 является наклонной асимптотой графика функции. (
Ответ. Прямая 
[image: image721.wmf]0

x

=

 является вертикальной асимптотой, прямая 
[image: image722.wmf]1

yx

=+

 – наклонной асимптотой графика функции.

3. Исследовать функцию 
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 Исследовать дважды дифференцируемую функцию 
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1) область определения функции, точки разрыва, вертикальные асимптоты, точки пересечения графика с осями координат, периодичность, симметрию;

2) наклонные асимптоты графика функции; 

3) интервалы монотонности, экстремумы;

4) интервалы выпуклости и вогнутости, точки перегиба.

Для построения графика функции проведем ее исследование по указанной выше схеме.
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2. Наклонные асимптоты графика функции:
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5. Результаты исследования функции при 
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 заносим в таблицу и строим график с учетом нечетности функции (рис. 3.3).
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Рис. 3.3
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