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Математический анализ. Действительные функции одной переменной 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

1.1. Область определения 
и основные характеристики поведения функций
Пусть D – произвольное подмножество действительных чисел 
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. Если каждому числу 
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 по некоторому правилу 
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 поставлено в соответствие действительное число 
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, то говорят, что на множестве D задана числовая функция 
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, где D – область определения функции, 
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 – множество значений функции.

1. Найти область определения функции 
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( Областью определения функции 
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 является пересечение областей определения функций 
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 – область определения функции 
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 – область определения функции 
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 удовлетворяют следующей системе неравенств:
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Ответ. 
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2. Найти область определения функции 
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( Областью определения заданной функции является пересечение областей определения функций 
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. Значения 
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 из области определения функции 
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 удовлетворяют следующим неравенствам: 
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 не определена ни при каком значении 
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Ответ. Функция 
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 не определена ни при каком значении 
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3. Найти множество значений функции 
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( Для всех значений 
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Ответ. 
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• Рекомендуем решить задачи № 47, 48, 106, 156.

4. Какие из следующих функций являются периодическими:

а) 
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[image: image51.wmf]T

, для которого выполняется данное соотношение, является периодом функции 
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. Найдем, если существует, период указанных функций.

а) Показательная функция 
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б) Функция 
[image: image58.wmf]()sin(23)

fxx

=+p

 определена для всех 
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. Другой способ решения. Период функции можно найти из определения периодической функции: 
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Для определенности возьмём период 
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 со знаком плюс, тогда 
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 определена для всех 
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. Вычислим период, записав соотношение 
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. Периодом функции является наименьшее значение 
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Ответ. Периодическими функциями являются: 
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• Рекомендуем решить задачи  № 59, 60, 143, 144, 152, 155.

5. Какие из указанных функций четны, какие нечетны, какие не являются ни четными, ни нечетными: 

а) 
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а) Функция 
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[image: image94.wmf]x

Î

R

. Для функции выполняется 
[image: image95.wmf]22

33

()()2sin()2sin

fxxxxxxx

-=--+-=--=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image96.wmf]()

fx

-

 для любого 
[image: image97.wmf]()

xDf

Î

, следовательно, функция 
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б) Функция 
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Ответ. Функция 
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• Рекомендуем решить задачи № 54 – 58.

1.2.  Построение кривых и графиков функций 

1.2.1. Построение графиков функций, 
заданных в декартовых координатах

1. Построить график функции 
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Ответ. График функции изображён на рис. 1.1.
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Рис. 1.1

2. Построить график функции 
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и запишем функцию в следующем виде:
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График функции построен на рис. 1.2. (
Ответ. График функции изображён на рис. 1.2. 
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Рис. 1.2

3. Построить график функции 
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Ответ. График функции изображён на рис. 1.3.
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Рис. 1.3

• Рекомендуем решить задачи № 63,  64, 77, 81, 113, 124, 129 - 134, 138 – 140, 145, 150, 157, 162 - 166.

1.2.2. Построение кривых, 
заданных параметрически

График кривой, заданной параметрически, может быть построен следующими способами: 1) с использованием свойств функций 
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 – уравнение окружности радиуса R с центром в начале координат (рис. 1.4). (
Ответ. Кривая изображена на рис. 1.4.
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, которое задает эллипс (рис. 1.5). ( 

Ответ. Кривая изображена на рис. 1.5.
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 внесено в таблицу опорных точек:
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Соединяя опорные точки на координатной плоскости 
[image: image212.wmf]Oxy

 плавной линией, получим кривую, которая называется астроидой (рис. 1.6). Эта кривая может быть получена как траектория некоторой точки окружности радиуса 
[image: image213.wmf]4

a

, катящейся без скольжения по внутренней стороне неподвижной окружности радиуса 
[image: image214.wmf]a

. (
Ответ. Кривая изображена на рис. 1.6.
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Рис. 1.4              
  Рис. 1.5          
   Рис. 1.6

7. Построить кривую 
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( Функция 
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 является 
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p

-периодической, и поэтому достаточно построить кривую на интервале, соответствующем значениям параметра 
[image: image219.wmf]02
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. Составим таблицу опорных точек.
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Соответствующая кривая изображена на рис. 1.7. и называется циклоидой. Циклоида – кривая, описываемая точкой окружности, катящейся без скольжения по какой-либо линии. Циклоида состоит из конгруэнтных совмещающихся при перемещении на плоскости дуг, каждая из которых соответствует полному обороту катящейся окружности. (
Ответ. Кривая изображена на рис. 1.7.
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Рис. 1.7
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8. Построить график функции 
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( Из условия 
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, но 
[image: image242.wmf]sin
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 является аргументом функции 
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yt

=

, следовательно, 
[image: image244.wmf]sin0
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, значит, 
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]

0,1

x

Î
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, т. е. 
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 подставив в 
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, получим уравнение 
[image: image249.wmf]ln
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 на множестве 
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 (рис. 1.8). (
Ответ. График функции изображён на рис. 1.8.

1.2.3. Построение кривых, 
заданных в полярных координатах

Полярная система координат задается: точкой O, называемой полюсом, выходящей из этой точки полупрямой, называемой полярной осью с выбранной на ней единицей масштаба и полярным углом (рис. 1.9). Полярный угол определён с точностью до слагаемого 
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. Положение любой точки на плоскости (кроме полюса) однозначно соответствует координатам 
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). Если начало прямоугольной системы координат совпадает с полюсом, полярная ось с осью Ox и для измерения 
[image: image258.wmf]r

, x, y используются равные единицы масштаба, то связь декартовых и полярных координат записывается формулами: 
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Рис. 1.9

9. Построить линию 
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( Точки, составляющие линию 
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, имеют одинаковый полярный угол, следовательно, линия является лучом, выходящим из полюса. Представим уравнение 
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 в декартовых координатах. Воспользуемся соотношением, связывающим полярные и декартовые координаты: 
[image: image267.wmf]tg

y

x

j=

, тогда имеем 
[image: image268.wmf]5

tg

4

y

x

p

=

. Поскольку 
[image: image269.wmf]5

tg1

4

p

=

 и угол 
[image: image270.wmf]5

4

p

j=

 расположен в III четверти, то 
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 (рис. 1.10). ( 

Ответ. Линия изображена на рис. 1.10.

10. Построить кривую 
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 - окружность радиуса 
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 (рис. 1.11). (
Ответ. Кривая изображена на рис. 1.11.

11. Построить кривую 
[image: image281.wmf]2cos
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, где 
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( Областью определения функции являются действительные значения 
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 при которых 
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. Функция 
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 имеет период 
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, и для построения кривой достаточно рассмотреть значения 
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 функция 
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 принимает значения от 1 до 0. Поскольку функция 
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 четная, то при значениях 
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 кривая будет симметрична относительно луча 
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 (рис. 1.12. Для перехода к полярным координатам подставив в уравнение 
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 с центром, смещенным на 
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 единиц вправо вдоль оси 
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Отметим, что аналогично получаются уравнения окружности 
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Ответ. Кривая изображена на рис. 1.12.
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Рис. 1.10
Рис. 1.11
 Рис. 1.12  

12. Построить кривую 
[image: image311.wmf]9
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( Уравнение линии второго порядка (эллипса, гиперболы и параболы) в полярной системе координат имеет вид 
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, где b – параметр, 
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 – эксцентриситет. При 
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 уравнение определяет эллипс, при 
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 – гиперболу, при 
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 – параболу. 
В декартовых координатах уравнение 
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 примет вид 
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, возведем обе части равенства в квадрат и преобразуем 
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, имеем уравнение эллипса 
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 – уравнение эллипса (рис. 1.13). (
Ответ. Кривая изображена на рис. 1.13. [image: image325.png]



13. Построить кривую 
[image: image326.wmf]cos3
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, где 
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( Розами называются семейства кривых, уравнение которых в полярных координатах имеет вид 
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. Вследствие периодичности функций 
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[image: image332.wmf]cos
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 розы состоят из конгруэнтных лепестков, симметричных относительно наибольших радиусов, каждый из которых равен a. Область определения функции 
[image: image333.wmf]r

 находится из неравенства 
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[image: image340.wmf]a

 до 0 на второй половине интервала. Полученная кривая 
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 является трехлепестковой розой (рис. 1.14). ( 

Ответ. Кривая изображена на рис. 1.14.

14. Построить кривую 
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( Областью определения функции являются все действительные значения 
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. Таблица опорных точек имеет вид
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Соединяя опорные точки плавной линией и дополняя полученную кривую ее симметричным отображением относительно луча 
[image: image365.wmf]0

j=

, получим изображение кривой 
[image: image366.wmf](1cos)
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которая называется кардиоидой(рис. 1.15(
Ответ. Кривая изображена на рис. 1.15.
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