ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ

3.1. КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ

1. Основные понятия

Непрерывная дифференцируемая кривая  



, где t – параметр, , в каждой точке которой , называется гладкой.
       Кусочно-гладкая кривая есть непрерывная кривая, составленная из конечного числа гладких кривых.


       Единичный вектор  направлен по касательной к кривой в сторону возрастания параметра .





       Вектор  для гладкой кривой  определяет положительную ориентацию , вектор  определяет отрицательную ориентацию .






       Кривая   называется замкнутой, если . Если существуют значения параметра ,  такие, что , то соответствующая точка кривой – точка самопересечения.
       Замкнутая кривая, не имеющая точек самопересечения, называется контуром.

       Поверхность  в трехмерном декартовом пространстве можно задать одним из трех способов:



а) явное задание , где  - непрерывная функция, ;




б) параметрическое задание , , , ;


в) векторное задание , 


       Любая непрерывная на поверхности  единичная нормаль 
называется ориентацией этой поверхности. Поверхность с фиксированной ориентацией называется ориентированной.





       Поверхность , на которой выбрана единичная нормаль (), обозначается ().



       Поверхность  называется гладкой, если существует непрерывная нормаль   в каждой точке поверхности.
       Кусочно-гладкая поверхность состоит из конечного числа гладких поверхностей.










       Плоская область  называется правильной в направлении оси  (направлении оси ), если любая прямая, проходящая через внутреннюю точку  параллельно  (параллельно) пересекает границу  области  ровно в двух точках, при этом  .






       Ориентация контура , ограничивающего область , называется положительной (отрицательной) и обозначается  , если при обходе контура , соответствующего возрастанию параметра, область  остается слева (справа).










       Замкнутая трехмерная область , ограниченная поверхностью , называется правильной в направлении оси  (, ), если любая прямая, проходящая через внутреннюю точку  параллельно  (, ) пересекает границу  ровно в двух точках.




       Область  называется правильной, если ее можно разбить на конечное число областей, правильных в направлении осей , ,  одновременно.

       Трехмерная область (тело)  называется односвязной, если любая замкнутая поверхность в ней ограничивает область, целиком лежащую в ней. В противном случае область называется многосвязной.
       Примеры односвязных областей: шар, параллелепипед и т.д.
       Пример многосвязной области: область между двумя концентрическими сферами.





       Трехмерная область  называется поверхностно-односвязной, если на любой контур , лежащий в , можно натянуть поверхность , также целиком лежащую в области .
       Примеры поверхностно-односвязных областей: шар, параллелепипед, все пространство, область между двумя концентрическими сферами и т.д.
       Пример поверхностно-неодносвязной области: тор.








       Пусть  ориентированная поверхность, огранниченная одним или несколькими контурами Ориентацию  (направление нормали  к поверхности ) согласуем с направлением обхода  следующим образом: направление обхода контура  будем считать положительным (согласованным с ориентацией ) при котором движение по контуру происходит против часовой стрелки относительно наблюдателя, находящегося в конечной точке нормали и при этом область, ограниченная , остается слева. Противоположное направление обхода считаем отрицательным.

2. Скалярное поле




       Определение. Скалярное поле определяется скалярной функцией точки , где  - точка пространства,  - ее радиус - вектор.

       Поверхности уровня  (С- const).
       Линии уровня плоского скалярного поля 

 - const.


       Оператор Гамильтона (линейный дифференциальный оператор  (набла)): .
      Градиент. Градиент скалярного поля – вектор 


, .
       Свойства градиента

, 


     


      ,


,               .

       Производная скалярного поля  по направлению 

,


где  - направляющие косинусы вектора .


,.



, если  имеет направление .

3. Векторное поле

       Определение. Векторное поле определяется векторной функцией точки 




где  - точка пространства;  - ее радиус-вектор.


       Векторная линия (силовая линия, линия тока) поля  это кривая, у которой касательный вектор  в каждой точке направлен вдоль заданного вектора поля этой точке. Уравнение векторной линии получается из решения системы

.
       Дивергенция (расходимость) векторного поля 

.
       Свойства дивергенции




,                        , ,       , 


,       .
       Ротор (вихрь) векторного поля 


или в символическом виде

.
       Свойства ротора





, , , , .



       Поток векторного поля  через поверхность  в сторону, определяемую единичным вектором нормали , 



,



где -величина проекции вектора  на направление вектора .

       Связь дивергенции с потоком векторного поля :

,





где - объем области ,  - дифференциал площади ( означает, что поверхность  стягивается в точку).



       Если поверхность  задана уравнением  , поток через верхнюю сторону поверхности можно вычислить по формуле







       Если уравнение поверхности  есть , , то

.


       Линейный интеграл от вектора  по линии  

,




где  - проекция вектора  на касательную к линии выражает работу векторного поля  вдоль линии .



       Циркуляция векторного поля  вдоль контура  - линейный интеграл вдоль замкнутой линии  

.
       Связь ротора векторного поля с циркуляцией определяется формулой

,




 лежит в плоскости, перпендикулярной вектору ,  - площадь области, ограниченной контуром .
       Формула Гаусса-Остроградского
Теорема. Если векторная функция 




непрерывна в замкнутой правильной области  вместе со своими частными производными , то имеет место формула



,

или в векторной форме ,



где  - внешняя сторона поверхности, ограничивающей тело ;  - единичный вектор внешней нормали к ней. В последней записи формула не зависит от выбора системы координат (базиса).
       Формула Стокса















Теорема. Пусть  - поверхностно-односвязная область,  - кусочно-гладкий контур в  и  - кусочно-гладкая поверхность, натянутая на контур , лежащая в области . Пусть в  задано векторное поле  такое, что  и  непрерывны в области . Тогда циркуляция поля  по контуру  равна потоку  через поверхность , т.е.

,


причем направление обхода контура  и ориентация поверхности  согласованы.


   В декартовой системе координат  

,
формула Стокса примет вид



.

       Для плоского поля 

,
имеет место формула Грина



4. Потенциальные и соленоидальные поля









       Векторное поле  - называется потенциальным в области , если существует такая скалярная функция , что  в каждой точке области. Функция  называется потенциалом векторного поля . Поле  потенциально в поверхностно односвязной области тогда и только тогда, когда  или 


, .
Потенциал в этом случае можно найти по формуле 


.



       Потенциальное поле – наиболее прстое векторное поле, т.к. определяется одной функцией , в то время как произвольное векторное поле определяется тремя функциями – проекциями  поля  на координатные оси.

       Равносильные утверждения для потенциального поля :
1. 

 - полный дифференциал скалярной функции ;
2. работа поля не зависит от формы пути;
3. циркуляция по любому замкнутому контуру равна нулю;
4. 
 во всех точках поверхностно-односвязной области.



       Векторное поле  называется соленоидальным в области , если в каждой точке области .
       Свойства соленоидального поля
1. 
Из формулы Гаусса-Остроградского следует, что поток соленоидального поля, определенного в односвязной области, через замкнутую поверхность в этой области равен нулю .
2. 



Поток поля  через любую поверхность , натянутую на контур , не зависит от вида этой поверхности, а зависит только от контура .
3. 


Если через каждую точку контура  в поле  проведем векторные линии, то полученная при этом поверхность называется векторной трубкой. Поток поля через поперечное сечение этой трубки называется интенсивностью векторной трубки. Закон сохранения интенсивности векторной трубки: в соленоидальном поле , определенном в односвязной области, интенсивность векторной трубки постоянна вдоль всей трубки.
4. 
В соленоидальном поле  векторные линии не могут ни начинаться, ни заканчиваться внутри поля. Они либо замкнуты, либо имеют концы на границе поля, либо имеют имеют бесконечную протяженность в случае неограниченного поля.

5. Справочные материалы


      Оператор Лапласа    .

       Уравнение Лапласа .
       Функции, удовлетворяющие уравнению Лапласа, называются гармоническими.
       Операции второго порядка


, , 


, 



, ,

где .

3.2. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
ПО ТЕОРИИ ПОЛЯ

Задача 1.



       а) Найти производную функции  в точке  по направлению вектора .



       б) Найти производную функции  в точке  по направлению вектора .





       в) Найти производную функции  в точке  по направлению внешней нормали  к поверхности , заданной уравнением  или 

.





       г) Найти производную функции  в точке  по направлению внешней нормали  к поверхности , заданной уравнением  или 

.

Решение.



       а) Производная функции (скалярного поля)  по направлению вектора  в точке  определяется формулой 

.


где  - направляющие косинусы вектора  

.
       Определим направляющие косинусы. Модуль (длина, норма) вектора нормали есть

.
Направляющие косинусы равны



, , .

Найдем частные производные скалярного поля в точке :



, , .



Производная функции (скалярного поля)  в точке  по направлению вектора  равна







       б) Производная функции (скалярного поля)  по направлению вектора  в точке  определяется формулой 

.


где  - направляющие косинусы вектора  

.
       Определим направляющие косинусы. Модуль (длина, норма) вектора нормали

.
Направляющие косинусы равны



, , .

Найдем частные производные скалярного поля в точке :



 .



Производная функции (скалярного поля)  в точке  по направлению вектора  равна








       в) Производная функции (скалярного поля)  по направлению , где  - направляющие косинусы вектора , определяется формулой 

.



       Определим направляющие косинусы. Для этого найдем компоненты вектора нормали  к поверхности   в точке .


,      ,

.
Модуль (длина, норма) вектора нормали есть

.
Направляющие косинусы равны



, , .

Найдем частные производные скалярного поля в точке :



, , .




Производная функции (скалярного поля)  в точке  по направлению внешней нормали  к поверхности  равна









       г) Производная функции (скалярного поля)  по направлению , где  - направляющие косинусы вектора  определяется формулой 

.


       Определим направляющие косинусы. Для этого найдем компоненты вектора нормали к поверхности  в точке .


,      ,

.

.
Модуль (длина, норма) вектора нормали равна 

.
Направляющие косинусы есть



, ,  .

Найдем частные производные скалярного поля в точке :



, ,      .




Производная функции (скалярного поля)  в точке  по направлению внешней нормали  к поверхности  равна





Задача 2. 


а) Найти наибольшую скорость изменения скалярного поля   в точке  .


б) Найти наибольшую скорость изменения скалярного поля   в точке  .

Решение. 

а) Из теории скалярного поля известно, что наибольшую скорость изменения поля в данной точке характеризует градиент поля

.
Вычислим проекции (координаты) градиента на оси координат:







Таким образом, .
Величина скорости есть модуль градиента:

        Наибольшая скорость изменения поля в заданной точке равна

.

б) Из теории скалярного поля известно, что наибольшую скорость изменения поля в данной точке характеризует градиент поля

.
Вычислим проекции (координаты) градиента на оси координат:






Таким образом, .
Величина скорости есть модуль градиента:



Наибольшая скорость изменения поля в заданной точке равна 



Задача 3. Вычислить расходимость (дивергенцию) и вихрь (ротор) в произвольной точке  поля градиентов произвольного скалярного поля .

Решение. 


По заданному скалярному полю  построим поле его градиентов

.

Дивергенция (расходимость) векторного поля  в декартовой системе координат вычисляется по формуле



и для поля    получим


.
В декартовой системе координат имеем 

.

Тогда для поля 




.


Задача 4. Найти уравнения векторных линий поля градиентов скалярного поля 

а) ;

б) .

Решение. 


а) По заданному скалярному полю  построим поле его градиентов

.

       Уравнение векторных линий поля  определяется системой дифференциальных уравнений, которая в симметрической форме имеет вид

.

Запишем эту систему для заданного поля  :

.



Одним из способов решения системы в симметрической форме является метод интегрируемых комбинаций, для нахождения которых часто используют свойства пропорции. Для записанной системы интегрируемой является комбинация , из которой получим уравнение  - это уравнение первого порядка с разделенными переменными. Интегрируя, найдем первый интеграл  .


Далее можно поступить так: подставить найденный первый интеграл в систему, исключить  и получить еще одну интегрируемую комбинацию. Другая возможность получения интегрируемой комбинации заключена в использовании свойств пропорций. Умножив все отношения системы на  2,  получим

.
Далее проделаем тождественные преобразования


;       .
Отсюда




По свойству пропорций (если  ,  то  )  имеем


;        .
Таким образом, получили еще одну интегрируемую комбинацию. Вычисляя квадратуры, найдем интеграл 

.
Итак, уравнения векторных линий поля градиентов задаются как семейство кривых от пересечения следующих поверхностей:




б) По заданному скалярному полю  построим поле его градиентов

.

       Уравнение векторных линий поля  определяется системой дифференциальных уравнений, которая в симметрической форме имеет вид

.

Запишем эту систему для заданного поля  :

.



Одним из способов решения системы в симметрической форме является метод интегрируемых комбинаций, для нахождения которых часто используют свойства пропорции. Для записанной системы интегрируемой является комбинация , из которой получим уравнение  - это уравнение первого порядка с разделенными переменными. Интегрируя, найдем первый интеграл  .
Далее можно поступить так: подставить найденный первый интеграл в систему и получить еще одну интегрируемую комбинацию



Отсюда интеграл            .
Уравнения векторных линий поля градиентов задается как семейство кривых от пересечения следующих поверхностей:






Задача 5. Найти поток векторного поля  через часть плоскости   расположенную в первом октанте (нормаль к  образует острый угол с осью Оz).



Решение. Запишем уравнение плоскости  в отрезках:  и изобразим ее на чертеже. 





Найдём нормальный вектор  к поверхности (напомним, что его координаты вычисляются как частные производные от функции ):         .

Поток векторного поля через поверхность  определяется, например, через поверхностный интеграл первого рода: 

, 







где  - проекция вектора поля  на нормаль к поверхности. Одной из формул для вычисления поверхностного интеграла является двойной интеграл по области , в которую проецируется поверхность  на плоскость , при этом переменная z выражается с помощью уравнения поверхности через  и .
	В нашем случае

;


последнее выражение получается из уравнения плоскости  при .


 ,


здесь  nz –третья координата вектора нормали  к поверхности .
Итак,  

П

;


знак  “+” перед двойным интегралом выбран потому, что  nz>0  ( образует острый угол с осью  ).
Вычислим поток, сводя двойной интеграл к повторному:









.

Итак, поток векторного поля через часть плоскости равен .



Задача 6. Тело  лежит в первом октанте и ограничено плоскостями координат и поверхностью  .  Вычислить:


а) поток поля вектора  через поверхность, ограничивающую тело  в сторону внешней нормали (воспользоваться формулой  Остроградского);






б) циркуляцию поля  вектора  вдоль линии пересечения поверхности    с плоскостями координат в направлении от точки пересечения    с осью    к точке пересечения    с осью   (воспользоваться формулой Стокса).

	Решение.




	а) Изобразим (схематично) тело  и линии пересечения поверхности  с плоскостями координат (речь идет только о части поверхности , расположенной в первом октанте). 




	1. Линия пересечения поверхности  с плоскостью  

,




откуда следует, что   – пара параллельных прямых. В первом октанте поверхность  пересекается с плоскостью  по прямой  .
	Рис.84




2. Линия  пересечения поверхности  с плоскостью 

,
пересечение происходит по параболе.



3. Полагая далее , найдем линию пересечения поверхности    с плоскостью  

,










пересечение происходит по параболе. Нормаль к поверхности  образует острые углы с осями координат (для замкнутой поверхности положительным считается направление нормали изнутри тела наружу). Обозначим замкнутую поверхность, ограничивающую тело  (т.е. поверхность  и координатные плоскости) через . Для нахождения потока поля  через замкнутую поверхность  воспользуемся формулой Гаусса-Остроградского. Приведем формулировку этой теоремы: поток поля  через внешнюю сторону замкнутой поверхности  равен интегралу от дивергенции поля , взятому по области, ограниченной поверхностью :

.

Найдем , которая в декартовой системе координат вычисляется по формуле

.



Для нашего поля  имеем  и для потока получим , т.е. поток численно равен объему данного тела.
Тройной интеграл распишем как повторный и вычислим








	Заметим, что часто в подобных задачах бывает удобнее другой порядок интегрирования. Например, в случае, когда одна из проекций тела на координатные плоскости представляет собой часть окружности или эллипса (пусть это будет проекция  Dyz на плоскость  ), удобнее проинтегрировать так:   и затем ввести в плоскости  полярные или обобщенные полярные (эллиптические) координаты.






б) Вычислим циркуляцию поля вектора  вдоль  – линии пересечения поверхности  с плоскостями координат в направлении от точки пересечения    с осью Ох к точке пересечения поверхности с осью . Решение необходимо провести с использованием формулы Стокса

,




которая утверждает, что циркуляция векторного поля  по замкнутому контуру  равна потоку вихрей поля через поверхность, натянутую на контур, при согласованности обхода контура  и ориентации .
Вычислим ротор заданного поля



.
Для вычисления потока вихря можно исходить из поверхностного интеграла первого, либо второго рода. Приведем оба решения. 
1. Будем исходить из  представления потока вихря в виде поверхностного интеграла первого рода

Ц.
Этот интеграл, как известно, сводится к двойному:

,





причем в двойном интеграле  необходимо заменить на ; знак “+” перед двойным интегралом потому, что  образует острый угол с осью , т.к. нормаль к поверхности  есть 

.

Скалярное произведение . Таким образом, для циркуляции получим

Ц



.

2. Исходя из выражения для потока через поверхностные интегралы второго рода, имеем


Ц


В этом выражении поверхностный интеграл по  сводится к двойному по области :

.
Сведем его к повторному, как и в случае 1, но изменим внешнюю переменную интегрирования (изменим порядок интегрирования):

Ц.






Замечание. Циркуляцию поля можно вычислить как сумму линейных интегралов  1, 2, 3   по контурам   и  




Ц = = 1 +2 +3.


1. Вычислим линейный интеграл  по контуру 


: , от точки (3;0;0) до точки (0;1;0):

















2. Вычислим линейный интеграл по контурам  и . Т.к, в уравнениях для  и  присутствуют либо , либо , то . При этом для контура  от точки (0;0;9) до точки (3;0;0) имеем , а для контура  от точки (0;1;0) до точки (0;0;9) будет и, следовательно, их сумма 2 + 3  обращается в нуль. Таким образом, окончательно, , что совпадает с ранее вычисленным значением с помощью формулы Стокса.

        Итак,         .

Задача 7. Убедиться в потенциальности поля вектора 

,



найти потенциал  поля и вычислить работу этого поля при перемещении точки единичной массы от точки  до точки .

Решение. 

Для поля , заданного в односвязной области, критерием потенциальности служит равенство нулю вихря этого поля. Вычислим






,
т.е. поле потенциально. Восстановим потенциал поля. Это можно сделать по формуле





или по одной из аналогичных ей пяти формул, отражающих движение от точки   к точке  вдоль отрезков, параллельных осям координат, по той, которая упрощает вычисление интегралов. По приведенной выше формуле получим 





.
Потенциал поля определяется с точностью до постоянного слагаемого. 
В потенциальном поле работа равна приращению потенциала, т.е. разности значений потенциала в двух точках (начальной и конечной точках пути) и не зависит от формы пути перемещения материальной точки:


.


,  .

Задача 8. Убедиться в потенциальности поля 

,


где , и найти потенциал  поля .

Решение. 

Для поля , заданного в односвязной области, критерием потенциальности служит равенство нулю вихря (ротора) этого поля. Вычислим








,
т.е. заданное поле потенциально. Восстановим потенциал поля. Это можно сделать по формуле





или по одной из аналогичных ей пяти формул, отражающих движение от точки   к точке  вдоль отрезков, параллельных осям координат, по той, которая упрощает вычисление интегралов. По приведенной выше формуле получим 






       Итак,

.
т.к. потенциал поля определяется с точностью до постоянного слагаемого. 
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