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15. Числовые ряды.

15.1. Понятие числового ряда, сходимость ряда, умножение ряда на число, сложение рядов.

15.1.1. Основные определения.

Определение 1. Числовым рядом будем называть формально записанную сумму последовательности действительных чисел
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понимаемую следующим образом:
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аn – n-ый член ряда, 
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 ‑  n-ая частичная суммой ряда.
Если указанный предел существует и конечен, его называют суммой ряда и пишут 
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В этом случае говорят: ряд сходится, иначе – расходится.
Замечание. Нумерацию членов ряда иногда удобнее начинать не с единицы, а с нуля или с некоторого натурального числа, большего единицы.

Определение 2. Ряд
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называется n-ым остатком ряда (1).

(n остаток сходится ( сходится исходный ряд, и
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Замечание.  Отбрасывание  конечного числа  членов ряда   (или добавление)  не влияет на сходимость или расходимость этого ряда. 

Замечание. Суммы рядов находить нелегко.

Важно установить, сходится ли ряд, и в случае сходимости считать приближенно 
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Ошибка приближения равна остатку rn ряда.

15.1.2. Критерий Коши сходимости числового ряда.

Теорема (критерий Коши). 
Ряд     
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.(после номера n(, складывая любые конечные кусочки ряда, будем получать суммы < ()
15.1.3. Свойства сходящихся рядов
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Доказательство. 
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2 (Необходимый признак сходимости ряда). 
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Доказательство. 

[image: image16.wmf]1

.

nnn

ass

+

=-


(

[image: image17.wmf]1

limlimlim0.

nnn

nnn

assss

+

®¥®¥®¥

=-=-=


Обратное не верно.
3. 
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В случае сходимости    
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Доказательство: 
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4. 
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называемые суммой и разностью исходных рядов;
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Доказательство аналогично п. 3. 
Замечание. Сумма сходящегося и расходящегося рядов есть расходящийся ряд, сумма двух расходящихся рядов может как сходиться, так и расходиться

15.1.4. Примеры числовых рядов.
Пример 1. Ряд геометрической прогрессии 
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При  
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 — ряд расходится, так как не выполняется необходимый признак сходимости.
Пример 2.  
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Сумма двух рядов геометр. прогрессий,    q1= 
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Пример 3.   
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Итак,     
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Пример 4.    
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Ряд расходится. Тем не менее, необходимый признак сходимости ряда для него выполняется:
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Пример 5.   
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Ряд расходится, т.к. не выполнен необходимый признак сходимости:
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Пример 6. 
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 расходится, т. к. не выполнен необходимый признак сходимости: ( n  |an|=1.

15.2. Знакопостоянные числовые ряды. Признаки сходимости.

Определение 1. Числовой ряд, все члены которого неотрицательны, называется знакоположительным рядом.

Последовательность (sn) возрастает:  
(n   sn+1 ( sn.
(  
ряд сходится   (   последовательность (sn) ограничена. 
Иначе 
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т.е. ряд расходится.

Замечание. Ниже будут сформулированы признаки сходимости знакоположительных рядов. Но с их помощью можно исследовать сходимость любых знакопостоянных рядов: если для всех n  an ( 0, умножая ряд на "–1", придем к знакоположительному ряду. Эти признаки применимы также для рядов, являющихся знакопостоянными начиная с некоторого номера.

15.2.1. Признаки сравнения. 
Часто сходимость или расходимость ряда устанавливается путем сравнения его с другим рядом, сходимость или расходимость которого уже установлена (последний ряд называют эталонным).
Теорема 1 (признак сравнения 1). 
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,     an ≥ 0,   bn ≥ 0.
Если    ( n ≥ n0
аn ( bn, 
то:

а) из сходимости 
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б) из расходимости 
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Доказательство. a) Пусть 
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сходится. По критерию Коши 

(n ( n(   (р(N       
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Для того же n( будем иметь

(n ( n( (р(N        
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б) следует из а)  (от противного).
Замечание 1.   Если  (n   аn ( bn   и   
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то  A ( B.

Теорема 2 (признак сравнения 2, признак эквивалентности). 
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,     an > 0,   bn > 0.

Если  (an) ~ (bn),   т.е.    
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то ряды сходятся или расходятся одновременно.

Доказательство. 
а) Зададим   ( > 0.         ( n(   (n ( n(      
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Применим признак сравнения 1.
1) 
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Замечание 2. Признак сравнения 2 иногда формулируется следующим образом. 
Если для знакоположительных рядов   
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то ряды сходятся или расходятся одновременно. 
Эквивалентность формулировок следует из того, что
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а наличие множителя k не влияет на сходимость ряда.
Замечание 3. При использовании признаков сравнения в качестве эталонных рядов часто используются 
1)  ряды геометрических прогрессий, 
2)  гармонический ряд   
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3)  обобщенный гармонический ряд 
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, который сходится при p > 1 и расходится при p ( 1 (докажем).

15.2.3. Интегральный признак Коши-Маклорена.

Если f(х) неотрицательна и невозрастает на [m, + (), 

то ряд
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сходится   (     сходится несобственный интеграл
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Доказательство. 

(k ( m      (k ( х ( k + 1    (   
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Сравним ряды: 
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Средний ряд равен интегралу
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(для монотонной функции, интеграла с переменным верхним пределом,    
[image: image89.wmf]1

()lim()lim()

bn

bn

mmm

fxdxfxdxfxdx

¥+

®¥®¥

==

òòò

 )

По признаку сравнения 1
а) 
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б) Если сходится интеграл 
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то  сходятся 
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Пример. Гармонический ряд  
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Интегральный признак. 
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f(x)  монотонно убывает на [1, +(), 
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Интеграл расходится ( расходится и гармонический ряд (хотя необходимый признак сходимости для него выполнен). 

Пример. Обобщенный гармонический ряд  
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При  p ( 0 не выполняется необходимый признак сходимости, ряд расходится.

При p>0 применим интегральный признак. 
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Случай p =1 уже рассмотрен.      Пусть  p > 0,   p ( 1:

f(x) монотонно убывает,
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Вывод. Обобщенный гармонический ряд
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сходится при p > 1 и расходится p(1.
PAGE  
14

_1335336939.unknown

_1335339102.unknown

_1335339997.unknown

_1335341032.unknown

_1335341253.unknown

_1335341653.unknown

_1335341887.unknown

_1335342129.unknown

_1335342146.unknown

_1335342264.unknown

_1335341955.unknown

_1335341701.unknown

_1335341294.unknown

_1335341352.unknown

_1335341261.unknown

_1335341263.unknown

_1335341142.unknown

_1335341166.unknown

_1335341133.unknown

_1335340404.unknown

_1335340777.unknown

_1335340981.unknown

_1335340735.unknown

_1335340235.unknown

_1335340396.unknown

_1335340330.unknown

_1335340384.unknown

_1335340233.unknown

_1335339674.unknown

_1335339921.unknown

_1335339984.unknown

_1335339807.unknown

_1335339454.unknown

_1335339472.unknown

_1335339427.unknown

_1335337256.unknown

_1335339076.unknown

_1335339081.unknown

_1335339083.unknown

_1335339079.unknown

_1335338550.unknown

_1335338552.unknown

_1335337302.unknown

_1335337083.unknown

_1335337087.unknown

_1335337252.unknown

_1335337085.unknown

_1335337079.unknown

_1335337081.unknown

_1335336963.unknown

_1335279783.unknown

_1335336623.unknown

_1335336786.unknown

_1335336881.unknown

_1335336884.unknown

_1335336879.unknown

_1335336779.unknown

_1335336784.unknown

_1335336775.unknown

_1335280006.unknown

_1335336107.unknown

_1335336559.unknown

_1335280008.unknown

_1335280001.unknown

_1335280004.unknown

_1335279867.unknown

_1303669651.unknown

_1335279680.unknown

_1335279755.unknown

_1335279781.unknown

_1335279753.unknown

_1303850644.unknown

_1335279575.unknown

_1335279619.unknown

_1334853866.unknown

_1303850659.unknown

_1303672879.unknown

_1303846928.unknown

_1303670984.unknown

_1302192173.unknown

_1302192186.unknown

_1302192202.unknown

_1302192209.unknown

_1302192217.unknown

_1302192227.unknown

_1302192210.unknown

_1302192203.unknown

_1302192187.unknown

_1302192192.unknown

_1302192176.unknown

_1302192178.unknown

_1302192174.unknown

_1302192170.unknown

_1302192172.unknown

_1302192168.unknown

_1302192169.unknown

