ЛЕКЦИЯ 1
9. Несобственные интегралы (обобщение интеграла Римана).

9.1. Несобственные интегралы I рода (по бесконечному промежутку).

9.1.1. Понятие несобственного интеграла I рода.
Определение. f(x) определена на [a, +() и интегрируема на каждом отрезке [a, b]    (
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Если предел конечен, интеграл называют сходящимся, если предел бесконечен или не существует, – расходящимся.
Аналогично:
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(a и b независимы друг от друга; интеграл сходится ( сходятся оба слагаемых). 
9.1.2. Главное значение несобственного интеграла
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Определение. 
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Замечание. Если интеграл сходится, главное значение равно интегралу, но главное значение может существовать и у расходящегося интеграла.
Пример. 
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Интеграл расходится. Но главное значение существует:
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(функция x3 – нечетная).
9.1.3. Свойства несобственного интеграла I рода (определяются свойствами интеграла Римана и свойствами предельного перехода). 
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1. 
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   (расходится).
2. Линейность.   c1(R ,  c2 (R   (
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если интегралы в правой части сходятся.

Замечание. Сумма сходящихся интегралов сходится; сумма расходящихся интегралов может сходиться 
(например, в случае неопределенности [( – (]).
3. Аддитивность.    a1 > a   (
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4. Свойства, связанные с неравенствами.

4.1. 
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4.2.
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если оба интеграла сходятся.

4.3. Если сходится интеграл от |f(x)|, то сходится интеграл от f(x)  и
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Аналогично можно сформулировать свойства  интегралов 
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Примеры. 
1. 
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Было бы неверно расписать интеграл на разность двух 
несобственных интегралов, так как каждый из них 
расходится. 
2.  Пусть a >0,   p ( 1.  
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Предел конечен при   – p +1<0,  т. е. при p >1.

При  – p +1> 0  предел равен (.

Случай  p =1:
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Вывод: 
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 сходится при p>1 и расходится при p(1.
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3. 
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Предел не существует, интеграл расходится.

9.1.4. Обобщение формулы Ньютона-Лейбница. 

Если  f(x) непрерывна на  [a, +(), то 
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Аналогично при непрерывной f(x)
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Пример.
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9.2. Несобственные интегралы II рода 
       (от неограниченной функции).

Пример. 
[image: image33.png]



f(x) непрерывна на [a, b)  и  не ограничена  при  x (b–0.
Интеграл Римана  
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 не существует.

9.2.1. Понятие несобственного интеграла II рода. 
[image: image35.png]



Определение. Пусть f(x) определена на [a, b), интегрируема на каждом отрезке  [a, b–(],  (>0,  и  не ограничена  при  x (b  слева. 
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Если предел конечен, интеграл называют сходящимся, если бесконечен или не существует –  расходящимся.
Аналогично:
	[image: image37.png]
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.
9.2.2. Главное значение в смысле Коши несобственного интеграла II рода.
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9.2.3. Свойства несобственного интеграла II рода. 
Свойства аналогичны свойствам интеграла I рода, т.е. аналогичны свойствам интеграла Римана. 
Отметим, что сумма сходящихся интегралов сходится; сумма расходящихся интегралов может сходиться.

Примеры. 

1. Пусть b >0, p (1.
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Предел конечен при условии  – p +1>0, т. е. p <1,  
и бесконечен при  – p +1>0. 

Случай  p =1:
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Вывод: 
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 сходится при p<1 и расходится при p(1.
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2.  
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 сходится при p<1 и расходится при p(1.
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3.  
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Подынтегральная функция разрывна в точке 

x = 3, поэтому для применения обобщения формулы Ньютона-Лейбница разобьем отрезок на два (точка разрыва может быть крайней, но не должна быть внутренней для отрезка).
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Интеграл расходится.

9.2.4. Обобщение формулы Ньютона-Лейбница. 

Пусть f(x) непрерывна на промежутке [a, b) и не ограничена при  x (b – 0. 
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   Здесь    
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Аналогично  для  функции,  непрерывной  на   (a, b]   и  не  ограниченной  при x (a+0 
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Замечание.  Если  F(x)  непрерывна на [a, b),  то  получим
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Можно всегда так и писать, имея в виду, что под F(b) или  F(a) понимается 
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Пример. 
1. 

[image: image61.wmf]434

34

13

113

ln3ln3(ln0ln2)....

333

dxdxdx

xx

xxx

=+=-+-=-+

òòò

---

.

Первый интеграл расходится, следовательно расходится и исходный интеграл.

Замечание. Для несобственных интегралов применимы метод замены переменной и метод интегрирования по частям. 
Интегрирование по частям:
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(если  ( оба слагаемых в правой части; иначе надо применять формулу к отрезку [a, b], а затем   b(( )
Замена переменной может перевести несобственный интеграл от непрерывной функции в обычный интеграл по отрезку и наоборот.

Примеры. 
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Замечание. Могут рассматриваться интегралы, являющиеся одновременно несобственными и I и II рода, такие интегралы должны рассматриваться как сумма интегралов по промежуткам, на которых функция не имеет особенностей во внутренних точках. 
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