ЛЕКЦИЯ 1

6.5.3. Достаточное условие локального экстремума функции нескольких переменных. 

Пусть  
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 имеет в т. М0 непрерывные частные производные до 2-го порядка включительно (( имеет второй дифференциал) и имеет экстремум в этой точке. 

По формуле Тейлора I порядка (учтем, что 
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    -  необходимое условие экстремума):
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т.  М1  лежит на отрезке прямой между М и М0.

(  Поведение функции в окрестности стационарной точки определяется вторым дифференциалом  
[image: image4.wmf]2
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,   который является квадратичной формой от приращений независимых переменных. 

Из теории квадратичных форм (курс алгебры): 

Квадратичная форма называется положительно определенной, если она принимает только положительные значения при любых значениях своих переменных, лишь бы не все они равнялись нулю. Аналогично определяется отрицательно определенная квадратичная форма.

Теорема 1. Если функция 
[image: image5.wmf]12

(,,...,)

n

fxxx

 имеет в точке М0 непрерывные частные производные 2-го порядка, то верны утверждения:
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в точке М0  минимум,
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в точке М0  максимум,
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( 
поведение функции 
в окрестности точки  M0  определяется  дифференциалом  более  высокого  порядка.
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Для точек М1, близких к М0 знак дифференциала сохраняется в силу его непрерывности.  

Рассматриваем только точки M, достаточно близкие к M0.
Теорема 2. Достаточное условие локального экстремума функции f(x, y). 

Пусть  f(x, y) имеет непрерывные частные производные 2-го порядка  и  выполнено необходимое условие экстремума:
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Составим  определитель 
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Если   ((М0) >0,    то  M0 – точка локального экстремума: 


((М0) >0,   
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M0 – точка локального минимума,


((М0) >0,  
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<0  (  M0 – точка локального максимума.

Если   ((М0) <0, в точке  M0  экстремума нет.

Если   ((М0) = 0,  функцию  нужно  исследовать  другим  способом,  например с помощью дифференциала более высокого порядка.

Доказательство.   
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Обозначим     
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2 случая:
1)    dy ( 0     (
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Введем     
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 Если           
[image: image26.wmf]2

0

()

AB

ÌACB

BC

D==-

>0,   то 
[image: image27.wmf]0

()

xx

AfM

¢¢

=

( 0,    
[image: image28.wmf]0

()

yy

CfM

¢¢

=

( 0 ,   А  и  С   имеют одинаковые знаки,  а  квадратный  трехчлен   в случае 1) имеет   отрицательный   дискриминант    
D = (2B)2 –4AC = 4(B2 – AC)
(     В обоих случаях 
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 принимает значения одного знака, совпадающего со знаком коэффициента 
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((М0)>0,   
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в  точке   M0 – минимум,

((М0)>0,  
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в  точке   M0 – максимум.

Если       ((М0) =
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  имеет действительные корни и может принимать значения разных знаков  ( 
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 при разных отношениях 
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  принимает значения разных знаков, и в точке M0  нет экстремума. 

 Если  ((М0) =
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 имеет один корень t1, 

(   имеется направление        
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вдоль которого  
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= 0       ( поведение функции по этому направлению с помощью 
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 изучить не можем. Теорема доказана.

Примеры.  

1.   
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Стационарные точки: 
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Исследуем найденную точку:
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А = 2 > 0    (  M0 – точка минимума.

2.   
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(          в точке M0 экстремума нет

Замечание. Пусть 
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 имеет непрерывные частные производные второго порядка  и   

M0  –  ее стационарная точка.
Достаточное условие локального экстремума функции n переменных  дает критерий Сильвестра знаковой определенности квадратичной формы 
в применении к дифференциалу   
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В точке M0 – минимум,  т. е.  форма  
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 положительно определена, если


[image: image55.wmf]11

0

()

xx

fM

¢¢

>0,  
[image: image56.wmf]1112

1222

00

00

()()

()()

xxxx

xxxx

fMfM

fMfM

¢¢¢¢

¢¢¢¢

>0, …, 
[image: image57.wmf]111

1

00

00

()...()

.........

()...()

n

nnn

xxxx

xxxx

fMfM

fMfM

¢¢¢¢

¢¢¢¢

>0.

В точке M0 – максимум, т. е.  форма  
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 отрицательно определена, если
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и т. д. (чередование знаков).

6.6. Условный экстремум функции нескольких переменных. 
Пусть  z = f(x, y) рассматривается только в точках некоторой кривой  (:  φ(x, y) = 0.  
Определение. f(x,y) имеет в точке 
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 условный максимум с уравнением связи φ(x, y) = 0, если в некоторой окрестности U( (М0) 

(M ( М0   ( M((    (    f(M) < f(M0) ).
Условный минимум определяется аналогично.
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Пример. 
Уравнение связи: 
(y – y0) – k(x – x0) = 0.
В точке P0  нет экстремума функции двух переменных, но есть условный экстремум, если функция рассматривается только в точках прямой.
Нахождение условного экстремума.

I метод. С помощью уравнения связи превратить f(x, y) 
в функцию одной переменной и исследовать известным способом. 

Пример. 
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,  уравнение связи: 
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Выразим из уравнения связи  y = 1 – x  и  подставим  в  z(x, y): 
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Исследуем ее на экстремум. 
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Вывод: в точке 
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 функция одной переменной имеет локальный минимум, следовательно, 
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 имеет условный локальный минимум в точке 
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II метод. Если не трудно изобразить на рисунке в плоскости (x, y)
· кривую (, которую задает уравнение связи, 
· линии уровней функции f(x, y), 
то задачу можно решить геометрически.

Примеры. 1. 
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, уравнение связи: 
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Изображены:    прямая   
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и   несколько  линий уровней функции:    
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Условный минимум в т. (0.5; 0.5), так как при выходе из нее вдоль прямой попадаем на линии более высоких уровней (вектором указано направление градиента). 

2. 
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,  уравнение связи: 
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Изображены: окружность 
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и несколько линий уровней функции:  
[image: image79.wmf]2.
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Условный минимум в т.  (–1; –2),

условный максимум в т.  (1; 2). 
(Вектором указано направление градиента;  (z ={1; 2}).

III метод. Метод множителей Лагранжа. 

z = f(x, y),  уравнение связи φ(x, y) = 0 задает кривую (.  
Введём функцию трех переменных (функцию Лагранжа)

F(x, y, λ) = f(x, y) + λφ(x, y),

здесь ( - «множитель Лагранжа»,  не  зависящий  от  x и  y. 
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Нахождение условного экстремума функции   f(x, y)  с уравнением связи  φ(x, y) = 0  сводится к нахождению стационарных точек (x0, y0, λ0) функции Лагранжа  и затем (λ0   исследования на обычный (безусловный) экстремум функции  F(x, y, λ0) в точке (x0, y0). 

Пример. 
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Функция Лагранжа: 

[image: image83.wmf]2233

(,,)(1)

Fxyxyxy

l=-++l+-

.
Стационарные точки:
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(     решаем систему
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Две стационарные точки:  
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       (     точка  (0, 1):   


[image: image90.wmf]00

0

0

00

(,,)(,,)

260

026

(,,)(,,)

xxxy

xyyy

FxyFxy

x

y

FxyFxy

¢¢¢¢

ll

-+l

D===

+l

¢¢¢¢

ll











[image: image91.wmf]20
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(
В  т.  (0, 1)  условный  максимум. 
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    Точка  (1, 0).  
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В  т.  (0, 1)  условный  минимум. 

Замечание 1. Метод множителей Лагранжа используется и для функций большего числа переменных, а также в задачах с несколькими уравнениями связи.

Например, 
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Функция Лагранжа: 
F(x, y, z, λ1, λ2) = f(x, y, z) + λ1φ(x, y, z) + λ2((x, y, z).

6.7. Наибольшее и наименьшее значения дифференцируемой функции 
[image: image99.wmf](,)
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 на отрезке кривой и в замкнутой ограниченной области.
Дифференцируемая функция непрерывна ( эти значения существуют (на связном замкнутом ограниченном множестве). 
6.7.1.  На  отрезке кривой с уравнением φ(x, y) = 0  найдем точки, в которых выполнено необходимое условие условного экстремума и вычислим в них, а также в концах отрезка значения функции. Выберем наименьшее и наибольшее значения.

6.7.2.  В замкнутой ограниченной области D  искомые значения достигаются либо во внутренних для D стационарных точках функции, либо в точках границы. 
Алгоритм решения.

1. Ищем стационарные точки: 
[image: image100.wmf](,)0,

(,)0.

x

y

zxy

zxy

¢

=

ì

ï

í

¢

=

ï

î

   

Выбираем решения, попавшие в область:  M1, M2, …

2. Не исследуя их на экстремум, вычисляем z(M1), z(M2), ….

3.  На каждом участке границы с уравнением φ(x, y) = 0  имеем задачу пункта 6.7.1. На отрезке кривой находим точки N1, …, в которых выполнено необходимое условие условного экстремума и вычисляем  z(N1), z(N2), … .
4. Вычисляем значения функции в точках стыка участков  границы, задаваемых  разными  уравнениями.
5. Среди всех полученных значений функции выбираем наибольшее и наименьшее.

6.8. Метод наименьших квадратов построения эмпирических формул, приближенно отражающих взаимную зависимость наблюдаемых или измеряемых при эксперименте величин. 

Пусть в результате наблюдений получена таблица значений величины y  при выбранных значениях величины x:

	x
	x1
	x2
	…
	xn

	y
	y1
	y2
	…
	yn
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Требуется найти линейную функцию y = ax + b, наилучшим образом подходящую для приближенного описания зависимости y от x.

Мера погрешности: 
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Исследуем её на экстремум.
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Находим решение.  Проверим достаточное условие экстремума.
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2

11

2

11

1

22

44

22

nn

ii

nn

ii

aaab

ii

n

ii

babb

i

i

xx

nxx

xn

==

==

=

åå

¢¢¢¢

dd

æö

D===-

åå

ç÷

èø

¢¢¢¢

dd

å

.


[image: image107.wmf]2

11

1

40.

nn

ii

ii

nxx

n

==

æö

D=->

åå

ç÷

èø


Так как  
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