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2.6. Сравнение функций при x (x0. 

2.6.1. Функции, сравнимые при x (x0.

Определение.  Функции   f(x)  и  g(x)  называются  сравнимыми  при  x (x0 , если  ( 
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  конечный  или  бесконечный. 

Пример  несравнимых  функций:   

f(x) = x,     g(x) = x(
[image: image2.wmf]x
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2.6.2. Эквивалентные функции.

Определение.  Функции   f(x)   и   g(x)   называются эквивалентными  при  x (x0 ,   если  
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Обозначение:          f(x) ( g(x)  при  x (x0.

Примеры. 1. f(x) = –x,   f1(x) = –x + x2,    

                                               f(x) ( f1(x) при x ( 0.

2. f(x) = sin x,   f1(x) = x ,    

                                               f(x) ( f1(x) при x ( 0.

Основная теорема об эквивалентных функциях.   

f(x) ( g(x)  при  x (x0      (
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или  оба предела не существуют.

Теорема верна для конечного и бесконечного пределов.  

Доказательство.
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Из теоремы следует, что при вычислении предела вместо заданной функции можно рассматривать любую ей эквивалентную. 

Замечание 1. Все функции, имеющие в точке x0 конечный предел A, отличный от 0, эквивалентны между собой; в частности, они эквивалентны константе h(x) = A.

Замечание 2. Для б.м. и б.б. функций из равенства пределов функций не следует их эквивалентность.

Например, 
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Свойства эквивалентных функций (x (x0).

1.  f(x) ( f(x) (рефлексивность).

2.  f(x) ( g(x)   (   g(x) ( f(x) (симметричность).

3.  f(x) ( g(x),   g(x) ( h(x)   (   f(x) ( h(x)  (транзитивность).

4.  f(x) ( f1(x),   g(x) ( g1(x)   (   f(x)(g(x)  ( f1(x)(g1(x).

5.  f(x) ( f1(x),   g(x) ( g1(x),   g(x) ( 0,  g1(x) ( 0   (  
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6.  f(x) ( f1(x),   g(x) ( g1(x),  функции f(x) и g(x) сравнимы при x (x0   (
f(x) ± g(x)  ( f1(x) ±  g1(x)

кроме случая, когда выражение f(x) ( g(x) является разностью двух эквивалентных функций.

7. f(x) ( g(x)   (   (f(x))( ~ (g(x))(,  ((R.

Докажем некоторые из этих свойств (остальные доказываются аналогично). 
5.      
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7.   
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6.  Пусть конечен 
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    (иначе конечен 
[image: image14.wmf])

(

)

(

lim

x

g

x

f

x

x

0

®

   и в доказательстве f и g нужно поменять местами).
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Предел равен 1 кроме случая, когда 
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и мы имеем неопределенность  
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В этом случае  выражение     f(x) + g(x) = f(x) – (–g(x)) представляет собой разность двух эквивалентных функций: 
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)

(

)

(

lim

1

0

=

-

®

x

g

x

f

x

x


Пример.  f(x) = –x,   f1(x) = –x + x2,    
                                               f(x) ( f1(x) при x ( 0
g(x) = x3+x,   g1(x) = x,          g(x) ( g1(x)  при x ( 0.

Суммы   f(x) + g(x) = x3    и    f1(x) + g1(x) = x2   
не эквивалентны  при  x ( 0
(здесь   g(x) ( – f(x), т.е. сумма   f(x) + g(x)  есть разность эквивалентных).

2.6.3. Основные соотношения эквивалентности, следующие из 1-го и 2-го замечательных пределов.
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Действительно, 
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1– cosx =2sin2(x/2)  (  2(x/2)2 = x2/2. 
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   (логарифмирование с использованием непрерывности логарифма);  


[image: image27.wmf]00

1,

1

0,1

limlim

ln(1)

ln(1)

x

x

xy

ey

ey

y

xy

xy

®®

éù

-=

-

êú

=®==

êú

+

=+

ëû

,
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(использовалась замена переменной   t = (ln(1+x),  t(0). 
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На рисунке изображены пары эквивалентных функций при x(0; в других точках эти функции не эквивалентны.
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a) sin x ( x при  x ( 0

б) tg x ( x при  x ( 0
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в) ex –1( x при  x ( 0

г) ln(1+ x) ( x при  x ( 0

Замечание. Из теоремы о замене переменной следует, что в цепочках эквивалентных функций можно заменить переменную x на любую другую бесконечно малую функцию:
если ((x) – б.м. в точке x0,  то  при  x ( x0

((x)  ( sin ((x)  ( tg ((x)  ( arcsin ((x)  ( arctg ((x)   (  
  (  ln(1+ ((x))   (   e((x) –1;    

1– cos((x) ( (2(x) /2;             
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Пример: 
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Неопределенность  исчезла  после  сокращения одинаковых множителей.

2.6.4. Порядок функции при x (x0.

Определение. Функции f(x) и g(x)  называются функциями одного порядка при x (x0 , если
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Это равносильно тому, что  f(x) ( Ag(x) при  x (x0.
Замечание. Эквивалентные функции имеют один порядок.
Для б. м. или б. б. функций вводится понятие порядка одной функции относительно другой.
Определение.   Б. м.   f(x)    имеет  порядок   k относительно  б. м.   g(x)   при   x (x0,   если

f(x) ( A(g(x))k при  x (x0.

(Аналогично для б. б.)    
Замечание. Порядки функций, б. м. или б. б. 
при x(x0, обычно рассматриваются относительно приращения  (x = x – x0. 
Пример.  Если  f(x) ~ C1(x – x0)k,   g(x) ~ C2(x – x0)m  
и     k >m>0,  то  f(x)  –  б.м. более высокого порядка по сравнению g(x); 

если   f(x) ~ 
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  и   k > m > 0, 
то  f(x)  –  б. б. более высокого порядка по сравнению g(x).

Замечание. Эквивалентные функции имеют одинаковые порядки относительно любой функции.
2.6.5. Понятие «о-малой» (по сравнению с другой) функции при x (x0.

Определение. Функция f(x) называется «о-малой» по сравнению с функцией g(x) при x ( x0 , если 
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Обозначение: f(x) = o(g(x)) при  x ( x0. 
Замечание 1. Функция  f(x),  «о-малая» по сравнению с  g(x) при  x ( x0,  является «о-малой»  по сравнению  со всеми функциями,  эквивалентными  g(x)  при  x ( x0.
Замечание 2. Пусть f(x) = o(g(x)) при  x ( x0.  Тогда  вблизи точки  x0  
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а значит, функцией  f(x)  можно пренебречь в некоторых расчетах. 

Теорема.  f(x) ( g(x) при x ( x0   (  

                 h(x) = f(x) – g(x) = o(f(x)) при x ( x0.

Доказательство. а) Пусть  f(x) ( g(x)  при  x ( x0. 
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б) Пусть  h(x) = f(x) – g(x) = o(f(x))  при  x ( x0.  
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Следствие 1.      g(x) ( f(x)       (
имеет место представление  

f(x) = g(x) + h(x),
где    h(x) = o(g(x)),    h(x) = o(f(x)).

2.6.6. Понятие главной части функции при x (x0.

Определение. В сумме  f(x) = g(x) + h(x), 
где h(x) = o(g(x)) при x ( x0, слагаемое g(x) называется главной частью функции f(x) при x ( x0.

Следствие. Главная часть суммы эквивалентна всей сумме.

Замечание 1. Обычно главная часть разыскивается 
в виде 
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Замечание 2. При замене функции  на эквивалентную ей функцию  относительная ошибка  стремится к нулю:

f(x) ~ g(x)  при x ( x0      (     
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Пример. Для 
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 главной частью  при x(0  является слагаемое 
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f(x) ~  
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     так как  x6   и     sin x2 ~ x2   –  б. м. более высокого порядка  (  «о-малые» по сравнению с 
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Порядок  f(x)  относительно   x   равен 1/2.
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