ЛЕКЦИЯ 3

2.  f: R(R – действительные функции действительной 

переменной.  Предел и непрерывность.
D(f)( R,     E(f)( R. 
Определение. График функции f:R(R – подмножество в R2, состоящее из пар (x, f(x)), изображаемое точками плоскости 
(x, y). 

На прямой x = const может находиться не более одной точки графика.

2.1 Способы задания и основные свойства.  

Способы задания:

· аналитический явный:       y = f(x) - формула;

· аналитический неявный – уравнение F(x, y)=0, задающее зависимость y от x (из которого, возможно, не удастся явно выразить y);

· параметрический – y и x связаны посредством третьей переменной, называемой параметром: 


[image: image30.png]


.

· графический – кривая;  (x  ( единственное y = y(x);

· табличный – таблица значений f(xi) для конечного набора чисел xi;

· программа – значения y = f(x) вычисляются по задаваемым значениям x в результате реализации некоторого алгоритма.

Основные свойства.
Множество R действительных чисел является одновременно упорядоченным множеством, метрическим пространством с метрикой ((x1, x2) = |x1 – x2| и линейным пространством, поэтому при изучении функций будем выделять прежде всего наличие монотонности, ограниченности и непрерывности
(линейной функцией из R в R является только функция 
y = kx).
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Пример 1. Функция f(x) = tgx является монотонной на каждом интервале 
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, но нельзя говорить о ее монотонности на всей области определения. 

Пример 2.   
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Функция arctg x ограничена: 
inf E(f) arctg x =
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но не имеет наименьшего и наибольшего значений; 

функция cos x ограничена, имеет наименьшее и наибольшее значения:

min cos x = – 1,   max cos x = 1;

функция  e x  не ограничена, но является «ограниченной снизу», 

inf e x = 0.
Функция  e x  ограничена на любом отрезке оси Ox.
Запишем определение непрерывности функции из R в R 

с использованием конкретной метрики.

Определение. Функция  f: R(R  называется непрерывной в точке x0, если  x0 принадлежит области определения D(f) вместе с некоторой своей окрестностью и
((>0 ((>0 (x (|x – x0|< ( ( | f (x) – f (x0)|< ().
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Или, на языке окрестностей точек:

               ((>0  ((>0 :  f(U((x0)) ( U((f(x0)).

Замечание. Графиком непрерывной функции f: R(R является непрерывная кривая в плоскости (x, y). 
Среди других свойств функций f: R(R  выделим четность, нечетность и периодичность.  Повторить самостоятельно.
2.2. Сложная функция. 

Пусть заданы две функции:     f: D(f) ( E(f), g: D(g) ( E(g). 
Если E(f) ( D(g), то на D(f) определена сложная функция (композиция, суперпозиция) 
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Пример.   y = sin x,    z = y2    (     z = sin2 x.

Замечание.  В общем случае  
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Пример.   f(х) = sinx,  g(х) = x2, то  
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 = sin x2,            
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2.3. Обратная функция. 

Пусть f: D(f) ( E(f) взаимнооднозначна, (y ( E(f)  ( только один  х ( D(f),  для которого y = f(х).
Тогда на E(f) определена обратная функция 
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сопоставляющая каждому  y ( E(f)  его единственный прообраз: 

f –1(y) = x,  если  f(х) = y.
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Заметим, что             
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Примеры.
1.  Функция  y = sin x строго монотонна на отрезке [– (/2; (/2], 

взаимнооднозначно отображает его на отрезок  [– 1, 1].  

x = arcsin y:      [– 1, 1]  (  [– (/2; (/2].
2. Функция  y = cos x  монотонна и взаимнооднозначна  на 
[0, (],  

x = arccos y:    [– 1, 1] ( [0, (].

3. y = tg x строго монотонна на интервале (– (/2; (/2) и принимает все действительные значения,
x = arctg y: (– (, () ( (– (/2; (/2).

4. y = ctg x строго монотонна на интервале (0; () и принимает все действительные значения,
x = arcctg y: (– (, () ( (0; ().
Замечание. Графики функций y = f(x)  и  x = f -1 (y) совпадают, графики функций y = f(x)  и  y = f -1(x) симметричны относительно прямой y = x. 

2. 4. Элементарные функции.

Основными элементарными функциями называются: 
· константы, 
· степенные функции   x( (((R),  
· показательные функции  ax   (a > 0, a ( 1),  
· логарифмические функции log a x  (a > 0, a ( 1),  
· тригонометрические функции  sin x,  cos x,  tg x,  ctg x, 
· обратные тригонометрические функции   arcsin x,   
arccos x, arctg x,   arcctg x. 
Среди них константы и степенные функции  x( с рациональным показателем ( называются алгебраическими функциями, все остальные – трансцендентными.

Определение. Элементарными функциями называются функции, которые могут быть получены из основных элементарных функций с помощью конечного числа арифметических действий (сложения, вычитания, умножения, деления) и подстановок одной функции в другую (образования сложной функции).

Примеры элементарных функций:  ax + b,    sin2 x + ln tg x,   
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Замечание 1.  Любой  многочлен с действительными коэффициентами может быть единственным образом разложен на неприводимые множители:
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Показатели степеней натуральные;  

r1, …, rk – кратности действительных корней  x1, …, xk , 
а множители вида 
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 имеют отрицательные дискриминанты и, следовательно, попарно сопряженные комплексные корни 
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Замечание 2. Все основные элементарные функции непрерывны во всех точках их областей определения. Примем этот факт без доказательства.
Скоро увидим, что и элементарные функции не могут иметь разрывов в точках, в которых они определены (это следует из свойств непрерывных функций.
Пример неэлементарной функции. 

y = sign x  =   
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Функция y = sign x определена на всей числовой прямой и разрывна; именно отсюда следует, что она не элементарная.
2.5. Предел функции в точке. 
2.5.1. Пример. Рассмотрим функцию 
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D(f) = (– (, 0) ( (0, (). Это четная функция. 
x > 0 : 
– 1( sin x ( 1        (     
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график расположен между графиками двух гипербол. 

Что будет при x ( 0? 
Оказывается, что значения функции  f(х)  при стремлении  x  к нулю неограниченно приближаются к единице, хотя и никогда ей не равны. При этом точность приближения мы можем задавать сами:
((>0 ((>0 (x (0< |x|<( (  |f(x) – 1|<().
Здесь ( зависит от (: чем точнее мы хотим приблизиться к 1, тем ближе мы должны подойти к точке x = 0. 
Коротко происходящее записывается так: 
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Это первый замечательный предел (позднее мы докажем его).
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