Операционное исчисление         Г.В. Недогибченко         Новосибирский государственный технический университет 2015
ПРАКТИКУМ ПО ОПЕРАЦИОННОМУ ИСЧИСЛЕНИЮ
КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ.
1. ОРИГИНАЛ И ИЗОБРАЖЕНИЕ
Определение. Действительная или комплексная функция f(t) действительной переменной называется оригиналом, если
· 
для любого отрезка [a, b]    
	(локальная интегрируемость f(t));
· f(t) = 0 при t < 0;
· 
найдутся такие M > 0 и s R, что  | f(t) |  
(|f(t)| может расти не быстрее некоторой показательной функции). Нижняя грань s0 чисел s, удовлетворяющих указанному неравенству, называется показателем роста оригинала f(t)
Замечание. Для локальной интегрируемости f(t) достаточно, чтобы f(t) была кусочно-непрерывной, то есть на каждом отрезке имела не более чем конечное число разрывов I рода.
Примером оригинала является функция Хевисайда
	


	

Рис. 1





Ее показателем роста является s0 = 0. Произведения  также являются оригиналами. Их показатели роста равны соответственно a, 0, 0 (напомним, что степенные функции при достаточно больших значениях переменной растут медленнее любой показательной функции). Функции  оригиналами не являются.






Замечание. Оригиналы вида где  элементарная функция, принято записывать как , подразумевая, что множитель всегда присутствует. Тогда, в частности, функцию Хевисайда можно записать как 1, 1=. Аналогично и т. д.
Определение. Если f(t) – оригинал, то комплексная функция F(p) комплексной переменной p = s + i, определяемая равенством

,
называется преобразованием Лапласа для f(t) или ее изображением. Соответствие оригинала и изображения принято обозначать так:  f(t)    F(p);


f(t),        F(p),  
2. СВОЙСТВА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА
Изображения функций удобно обозначать той же буквой, что и функцию-оригинал, только заглавной. Например, f(t)  F(p); g(t)  G(p),  h(t)  H(p) и т.д.
Теорема. Пусть f(t) – оригинал и  s0 – его показатель роста. Тогда 
a) его изображение F(p) является аналитической функцией в полуплоскости Re p > s0, то есть в точках  p = s + i, для которых s > s0;

б)


Рис.2
    Свойства изображений.
1. Линейность (,  - числа):

.
2. Теорема подобия (a > 0):



3. Дифференцирование оригинала: если f(t) непрерывна на [0, ) и f (t)  – оригинал, то
 f (t)    pF(p) – f(0).
Аналогично, если  f (t)  непрерывна на [0, ) и f (t) – оригинал, то
f (t)    p(pF(p) – f(0)) – f (0),
т.е.
f (t)    p2F(p) – pf(0) – f (0)
и т.д.
4. Дифференцирование изображения:


5. Интегрирование оригинала:



(Напомним, что смысл интеграла в левой части таков: . Это интеграл с переменным верхним пределом, он является первообразной для подынтегральной функции f(t)).
6. 
Интегрирование изображения: если - оригинал, то


7. Теорема запаздывания (запаздывающий оригинал равен нулю при t < a; a > 0; его график получается смещением графика оригинала f(t) на a единиц вправо):


8. Теорема смещения (изображения) (a  С):


,   
9. 
Изображение свертки оригиналов f и g, то есть оригинала со значениями  (напомним, что fg = gf):


10.  Изображение произведения:


Здесь s0 – показатель роста произведения; интеграл берется по прямой s = const.
3. ПРИМЕРЫ ИЗОБРАЖЕНИЙ.
Таблица 1
	
	f(t)
	F(p)
	
	f(t)
	F(p)

	1.
	1
	

	2.
	t 
	


	3.
	

	

	4.
	

	


	5.
	

	

	6.
	

	


	7.
	

	

	8.
	

	


	9.
	

	

	10.
	

	




Таблица 2
	
	f(t)
	F(p)

	11.
	

f(t) = (t – a)
Рис.3
	По свойству 7 (запаздывание) из формулы 1 таблицы 

F(p) =.



Заметим, что умножением функции g(t) на (t – a) мы превращаем ее в нуль при   t < a, оставляя ее неизменной в других точках (не путать с запаздыванием, то есть с  параллельным переносом графика). 
Таблица 3
	
	
f(t)
	
F(p)

	
12.
	



f(t) = t – t(t – a) 
f(t) = t – (t – a)(t – a) – 
– a(t – a).

Рис.4
	
По свойствам 1 (линейность) и 7 (запаздывание) из формулы 2 и 1 таблицы 
F(p) =


=–– 

– a.


Таблица 4
	
	
f(t)
	
F(p)

	
13.
	

f(t) рассмотрим как запаздывающий на 1 оригинал f1(t) из примера 12 (a = 2), f1(t) = t – t(t – 2).
Рис.5
	Применим свойство 7 (запаздывание) к оригиналу из примера 10 при a = 2:


 .


4. НАХОЖДЕНИЕ ОРИГИНАЛА ПО ИЗОБРАЖЕНИЮ
4.1. Теорема обращения и ее следствие. Нахождение оригинала с помощью теории вычетов.
Теорема обращения преобразования Лапласа. Если f(t) – оригинал, являющийся дополнительно на каждом отрезке кусочно-непрерывной и кусочно-монотонной функцией, и s0 – его показатель роста, то для всех точек t, в которых  f(t) непрерывна,

f(t) = 
интеграл берется по прямой s = const. 
С помощью теоремы обращения можно доказать следующую теорему.



Теорема. Любая правильная рациональная дробь F(p) = , где  и  – многочлены степеней m и n соответственно (m < n), является изображением некоторого оригинала, который можно найти по формуле

;

вычеты берутся по всем особым точкам функции .
4.2. Нахождение оригинала с помощью таблицы и свойств преобразования Лапласа. 



В основе этого метода нахождения оригинала лежит применение свойств изображений к известному изображению более простого оригинала в процессе последовательного его преобразования в заданный оригинал. Особо отметим, что в случае, когда изображение является  правильной рациональной дробью, т.е. F(p) = , где  и  – многочлены степеней m и n соответственно (m < n), можно использовать возможность разложения F(p) в сумму более простых слагаемых. Приведем соответствующую теорему.
Теорема. Каждая правильная рациональная дробь может быть единственным образом представлена в виде суммы элементарных дробей четырех видов:


I. 	II. 

III. 

IV. 
Найдем оригиналы для дробей первых трех видов, используя свойства линейности и смещения.



  ;		
в дроби III сначала выполним преобразования


и введем обозначения 


Получим


Отсюда 



5. РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПОСТОЯННЫИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ С ПОМОЩЬЮ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА.

Уравнение 


запишем кратко

,

где  – линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами, а функция f(t) – оригинал. Обозначим 


Тогда по свойству дифференцирования оригинала




---------------------------------


Применяя преобразование Лапласа к обеим частям уравнения, получим


 
или



Здесь G(p) – многочлен, определяемый начальными условиями y(0),  y(0), …, y(n-1)(0). Если все эти условия нулевые, G(p)  0. Обозначим

,
тогда 


Уравнение решено в изображениях. Остается перейти к оригиналу y(t).


Замечание. В случае нулевых начальных условий можно избежать нахождения изображения для правой части f(t). В этом случае G(p) = 0 и  Если найти оригинал h(t) для , то оригинал дляY(p) можно найти как свертку оригиналов h(t) и f(t) (используем свойство 9 изображений):


  или .

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
ТИПОВОГО РАСЧЕТА

ЗАДАЧА 1. Найти изображение оригиналов

.

РЕШЕНИЕ. Оригинал f1(t) преобразуем по формуле


и применим свойство линейности изображений, взяв изображение синуса из таблицы. 


    .
Оригинал f2(t) также преобразуем в сумму:


 
Применим свойство линейности изображений, взяв изображение гиперболического косинуса из таблицы.


    

ЗАДАЧА 2. Найти изображение оригиналов

.

РЕШЕНИЕ. Возьмем изображения функций  sht,  ch4t,  cos3t  и  t  из таблицы и применим cначала свойство 8 изображений («теорему смещения»):

,
а затем свойство 1 (линейность):





ЗАДАЧА 3. Найти изображение оригиналов



РЕШЕНИЕ. Для оригинала f1(t) имеем последовательно

(из таблицы);

(свойство 8, теорема смещения);


     (свойство 5, интегрирование оригинала).
Для оригинала f2(t) выполним следующие преобразования:

.
Имеем последовательно

	(линейность);


  (свойство 4, дифференцирование изображения);


     (свойство 5, интегрирование оригинала).

ЗАДАЧА 4. Найти изображение оригинала



РЕШЕНИЕ. Применим свойство 7 (теорему запаздывания) к оригиналу 

,
найдя сначала его изображение. Имеем последовательно:    

		(из таблицы);

	(теорема смещения);

	(теорема запаздывания).

ЗАДАЧА 5. Найти изображение оригинала

.
РЕШЕНИЕ. Данный оригинал является сверткой оригиналов 


По теореме изображения свертки (свойство 9 изображений) получим


 
ЗАДАЧА 6. Найти изображение оригиналов, изображенных на рисунках 6, 7.
	


(отрезок прямой)
Рис.6
	



(часть синусоиды)
Рис.7



РЕШЕНИЕ. Рассмотрим оригинал  f1(t) как запаздывающий на 1 оригинал h1(t), изображенный на рисунке 8.
	

Рис.8
	

h1(t) = 


Преобразовав 

h1(t) = ,


видим, что h1(t) есть сумма оригинала  и запаздывающего на 2 оригинала . Найдем изображение для h1(t):

h1(t)    .
Еще раз применяя теорему запаздывания, получим


Можно провести решение несколько по- другому. Можно сначала записать  f1(t) как запаздывающий  h1(t):

f1(t) = ,
что получено подстановкой  t – 1  вместо t в выражении для h1(t) (учитываем, что множитель (t) был изначально опущен). Полученную формулу надо привести к виду, удобному для применения теоремы запаздывания:



.
Применим теперь свойство линейности изображения и теорему запаздывания к каждому из полученных трех слагаемых:


 = .

Оригинал  f2(t) можно рассмотреть как запаздывающий на  оригинал h2(t), изображенный на рисунке 9.
	

Рис.9
	

h2(t) = 


Найдем изображение оригинала h2(t) и затем применим теорему запаздывания. 

h2(t) =;

h2(t)    ;

f2(t)    .
Заметим, что  f2(t) можно записать в виде 

 f2(t)=

ЗАДАЧА 7. Найти изображение оригинала

f(t) = 

РЕШЕНИЕ. Оригинал равен нулю при  t < 2. Следовательно, он может быть получен запаздыванием некоторого оригинала  h(t). Преобразуем


Видим, что f(t) получается запаздыванием оригинала  h(t) = 3t2 –8. Найдем его изображение и, применив теорему запаздывания, найдем изображение заданного оригинала.

h(t) = 3t2 – 8    ;




ЗАДАЧА 8. Найти  оригиналы по известным изображениям, пользуясь свойствами преобразования Лапласа.


1. F(p) = ;	2. F(p) = 


3. F(p) = ;		4. F(p) = .

РЕШЕНИЕ. 1. Оригинал получим применением свойства линейности изображений и теоремы смещения:

;	

;



      –.

2. Вынесем в знаменателе за скобки множитель p и выделим в скобках полный квадрат:

.

Множитель p в знаменателе можно получить по теореме об интегрировании оригинала (свойство 5 преобразования Лапласа);  p – 2 можно получить по теореме смещения. Поэтому можно последовательно выписать следующие соотношения:

;

;



     .
Вычислим интеграл.


..
Итак, окончательно,  


      .




3. В третьем примере оригинал для  получается применением теоремы запаздывания к оригиналу для изображения , который равен . Таким образом,


      .

4. Оригинал для  получим применением теорем смещения и дифференцирования изображения:





.

ЗАДАЧА 9. Найти  оригинал по известному изображению с помощью вычетов.

F(p) = .

РЕШЕНИЕ. Для того, чтобы воспользоваться следствием теоремы обращения преобразования Лапласа, а именно формулой

		,

разложим знаменатель дроби на множители и найдем особые точки (полюса).



=;   
все полюса первого порядка.


=,


 


 








 

ЗАДАЧА 10. Найти оригиналы, произведя разложение рациональных дробей на элементарные.


1. F(p) = .  2. F(p) = .  

3. F(p) =.

РЕШЕНИЕ. 1. Раскладываем дробь на элементарные:


=
Приводя заново дроби к общему знаменателю, сравниваем числители:


Вычисляя значения обеих частей равенства в точках p = 0, 
p = – 4, p = 2,  находим 


B можно найти, сравнивая коэффициенты в обеих частях равенства при p3: 

.
Пользуясь таблицей и свойством линейности преобразования Лапласа, найдем искомый оригинал:


F(p)==;




2. Наличие в изображении множителя означает запаздывание оригинала. Найдем сначала оригинал для 

F1(p) = . Имеем





Отсюда 

.
Применим теорему смещения для нахождения оригинала, соответствующего первому слагаемому в разложении дроби на элементарные:

.
Итак, 




По теореме запаздывания 



       
3. Разложение на элементарные дроби ищем в виде


Тогда 


и  A = –2, B = 2, C = 3.  Найдем оригинал:


 

ЗАДАЧА 11. Решить дифференциальные уравнения с заданными начальными условиями.

1. 

2. 

РЕШЕНИЕ. 1. Перепишем уравнение в изображениях, вводя обозначение X(p) для изображения функции x(t) и следуя правилу изображения производных (свойство 3 преобразования Лапласа, “дифференцирование оригинала”):


Из полученного алгебраического уравнения найдем изображение решения поставленной задачи Коши.


Для возвращения к оригиналу разложим первое слагаемое на элементарные дроби:


Определяя коэффициенты, получим


Находим оригинал – искомое решение дифференциального уравнения.




2. Перепишем уравнение в изображениях:


Из полученного алгебраического уравнения найдем изображение решения поставленной задачи Коши.


Оригинал найдем с помощью вычетов:

,
в точке p = 2 первое слагаемое имеет полюс второго порядка, в точках p = –8 и p = –2 – полюса первого порядка.




 ;



ЗАДАЧА 12. Решить дифференциальные уравнения с заданными начальными условиями.

1. 

2. 

РЕШЕНИЕ. 1. Запишем уравнение в изображениях:


отсюда


Все полюса первого порядка. Используем формулу



верную в случае  Получим


 


 


 
2. Запишем уравнение в изображениях:


 
Второе слагаемое легко приводится к табличному виду:

.


Заметим, что при дифференцировании слагаемого вида  получается выражение , которое с точностью до постоянного множителя совпадает с первым слагаемым в X(p). Воспользуемся этим фактом и свойством 4 преобразования Лапласа “дифференцирование изображения”:


       
Окончательно, 

.

ЗАДАЧА 12. Решить систему дифференциальных уравнений с заданными начальными условиями.



РЕШЕНИЕ. Переведем дифференциальные уравнения для оригиналов в алгебраические уравнения для изображений:


Запишем систему для изображений в стандартном виде и решим ее по правилам Крамера.





Отсюда


 .
Оригиналы (решения системы) найдем с помощью вычетов.
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