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Глава 6. РЯДЫ ФУРЬЕ И ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ

РАЗЛОЖЕНИЕ В ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЙ РЯД
ФУРЬЕ ДЛЯ ЧЕТНЫХ И НЕЧЕТНЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть f (x) – кусочно-непрерывная функция с периодом , разложимая в ряд Фурье на отрезке [– l, l].

Если f (x) – нечетная функция, т. е. , то

.

Аналогично, если f(x) – четная функция, т. е. , то

.
Очевидны следующие утверждения, вытекающие из определения четных и нечетных функций.
1. Произведение четной и нечетной функций есть функция нечетная.
2. Произведение двух четных или двух нечетных функций есть функция четная.


Пусть f(x) – четная функция. Тогда произведение  является четной функцией, а произведение  – нечетной функцией. В силу сделанных выше замечаний при разложении на отрезке [–l, l] четной функции f(x) коэффициенты ряд Фурье имеют вид




  ;  .
Таким образом, тригонометрический ряд Фурье для четной функции содержит только косинусы и свободный член:

.


Пусть f(x) – нечетная функция. Тогда произведение  является нечетной функцией, а произведение  – четной функцией. Поэтому при разложении на отрезке [–l, l] нечетной функции f (x) коэффициенты ряда Фурье вычисляются по формулам



, , .
Следовательно, тригонометрический ряд Фурье для нечетной функции содержит только синусы:

.


В общем случае функция f (x) не является ни четной, ни нечетной и ее тригонометрический ряд Фурье содержит как косинусы, так и синусы, т. е. члены  и . Так как любая функция, заданная на отрезке [–l, l], может быть представлена в виде суммы четной и нечетной функций:

,
где


,   ,


то ряд Фурье функции f(x) является суммой разложения по косинусам четной составляющей  и разложения по синусам нечетной составляющей .












Пусть кусочно-гладкая функция f (x) задана на отрезке  и требуется разложить ее в тригонометрический ряд Фурье на . Для этого функция f (x) продолжается на промежуток  произвольно, но таким образом, чтобы получаемая на отрезке  функция ( на ) удовлетворяла условиям разложения. Представляя  рядом  Фурье на , получим ряд для f (x) на . Но продолжать  на можно множеством способов, в частности четным или нечетным образом.



В частности, при четном продолжении f (x) на промежуток , т. е. при , ряд Фурье для f (x) на  содержит только косинусы:

,



;  , .                       


При этом f (x) может быть н е ч е т н о й функцией (на отрезке  или на всей оси ).






При нечетном продолжении f (x) на , т. е. при  , ряд Фурье для f (x) на  содержит только синусы. При этом f (x) может быть ч е т н о й функцией (на отрезке  или на оси )[footnoteRef:1]. [1: ] 






Если функция f (x) задана на произвольном отрезке [a, b] длиной 2l = b – a, то вводится вспомогательная периодическая функция с периодом T = 2l, причем  = f (x) на отрезке  (или на ). При этом ряд строится по формуле , а его коэффициенты вычисляются по формулам



, , ,                     


, .


Заметим, что для функции f (x), заданной и кусочно-непрерывной на произвольном отрезке [a, b], существует бесконечно много ее разложений в тригонометрический ряд Фурье за счет выбора различных значений l (таких, что отрезок [–l, l] содержит [a, b]) и различных продолжений  функции f(x) с отрезка [a, b] на [–l, l] (при этом на [a, b]). Интересно, что все эти разложения имеют на [a, b] одну и ту же сумму f (x), хотя их коэффициенты Фурье, вообще говоря, различны.



Пример 1. Разложить четную функцию , где  – нецелое число, в ряд Фурье по косинусам на отрезке .
Р е ш е н и е. 1). Постройте график и убедитесь, что функция удовлетворяет условиям разложения в ряд Фурье.
2). Вид ряда.



Период , функция четная 



3). Вычисляем коэффициенты по формулам ;  , .

 Получаем  ,



 .
Следовательно, искомое разложение имеет вид


 .              



Функция  не имеет точек разрыва, поэтому ряд Фурье  сходится к  на отрезке .


Пример 2. Разложить четную функцию  в ряд Фурье на отрезке .
Р е ш е н и е.
Р е ш е н и е. 1). Постройте график и убедитесь, что функция удовлетворяет условиям разложения в ряд Фурье.
2). Вид ряда.



Период , функция четная 
3). Вычисляем коэффициенты по формулам 



;  , .


,  



  



(дважды применили интегрирование по частям). Отсюда получаем искомое разложение:  .                              
Рис. 1




Функция не имеет точек разрыва и ряд Фурье сходится к  на отрезке . График суммы ряда (периодической функции с периодом ) состоит из бесконечного числа параболических дуг, соединяющихся друг с другом в точках . Он изображен на рис. 1.


Пример 3. Разложить в ряд Фурье функцию , .
Решение. Исследуемая функция имеет следующее аналитическое представление 




Продолжим функцию  периодично с периодом  на всю действительную ось. График полученной функции имеет вид:
–π
π
–h
h
x
y
0
2π
3π




Функция  является нечетной (график симметричен относительно начала координат), следовательно, коэффициенты  и ряд Фурье для  имеет вид:

,


где коэффициенты  вычисляются по формулам .



Следовательно, по теореме Дирихле 
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