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Выше мы изучали задачу об определении области сходимости и суммы заданного степенного ряда. Рассмотрим обратную задачу: заданную функцию  разложить в степенной ряд по степеням  (в частности по степеням x).


Пусть функция  имеет в некоторой окрестности точки  производные любого порядка (и, значит, непрерывные). Поставим ей в соответствии степенной ряд



,									 (1)





который называется рядом Тейлора функции  в точке  независимо от того, сходится ли он и имеет ли действительно своей суммой . Его коэффициенты  называются коэффициентами Тейлора. Если , то ряд Тейлора имеет вид




и называется рядом Маклорена.











Возможны следующие случаи: 1) радиус сходимости (см. § 5.13) степенного ряда (1) ; 2) , но сумма  ряда (1) не совпадает с функцией ; 3) , и ряд Тейлора сходится к функции , по которой он построен, т. е.  в интервале . В последнем случае функция  называется разложимой в ряд Тейлора в окрестности точки  (или по степеням ).
Частичные суммы ряда (1)







представляют собой многочлены Тейлора  функции  в точке  в формуле Тейлора

,					(2)



где  – остаточный член ф о р м у л ы Тейлора (следует отличать его от остаточного члена р я д а Тейлора , где  – сумма ряда (1). 






В общем случае величины  и  не совпадают, так как  может не совпадать с ). При сделанном предположении (о существовании производных функции  любого порядка)  формула (2) справедлива в рассматриваемой окрестности для любого сколь угодно большого n. При этом остаточный член  формулы Тейлора может быть представлен в одной из следующих форм:
· форма Лагранжа –



;  ;                (3)
· форма Пеано –

.
Формулу (2) можно записать в виде

.									(4)
Из формулы (4) следует


Теорема 1. Для того чтобы функция , бесконечное число раз дифференцируемая в окрестности точки , разлагалась в ряд Тейлора в окрестности этой точки, необходимо  и достаточно, чтобы

.





 Чтобы  разлагалась в ряд Тейлора (1), т. е. чтобы , необходимо и достаточно, чтобы , т. е.   согласно формуле (4). 


Теорема 2 (достаточный признак разложимости функции в ряд Тейлора). Пусть в интервале функция  имеет производные любого порядка и все эти производные в данном интервале ограничены по абсолютной величине одной и той же постоянной K:




(где K не зависит от n). Тогда ряд Тейлора (1) сходится к функции  при .

 Используя для остаточного члена  формулы Тейлора форму Лагранжа (4), получаем


      .		(5)




Числовой ряд  сходится в силу признака Даламбера и, значит, выполняется необходимый признак сходимости ряда . Отсюда согласно (5) имеем   и применяем теорему 1. 



Допустим теперь, что данный степенной ряд по степеням  сходится  к своей сумме – некоторой функции :

 .			(6)

Спрашивается, является ли степенной ряд (6) рядом Тейлора по отношению к своей сумме ? Ответ на этот вопрос предоставляет





Теорема 3. Функция , представляемая степенным рядом (6) в его интервале сходимости  , имеет в этом интервале производные любого порядка. Сам ряд (6) по отношению к этой функции  (к своей сумме) является рядом Тейлора в этом интервале, т.е. .

 Из теоремы 4 § 5.14 и следствия 3 из нее вытекает, что допустимо последовательное многократное почленное дифференцирование степенного ряда (6) при , где R – его радиус сходимости:

,

,
........................................................................




и, следовательно, производные любого порядка существуют при . Полагая здесь , получаем

 ,

т. е. коэффициенты  ряда (6) являются коэффициентами Тейлора. 

Таким образом, если функция  разлагается в степенной ряд, то он с необходимостью является ее  рядом Тейлора.
[bookmark: _Toc285451147] РАЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ В РЯД МАКЛОРЕНА
1. Показательная функция


,    .			
2. Гиперболические функции

а) . Из разложения показательной функции  и свойства суммы сходящихся рядов получаем



,
отсюда


      .		


б) . Действуя аналогично или используя равенство  и теорему о почленном дифференцировании степенного ряда, находим разложение


   .				
3. Тригонометрические функции


а)    .     

б) . Применяя равенство  и теорему о  почленном дифференцировании степенного ряда, получаем разложение


  .		
4. Логарифмическая функция





Пусть . Используя равенство , формулу   для суммы геометрической прогрессии со знаменателем  и  теорему о почленном интегрировании степенного ряда, находим


и отсюда – искомое разложение


 .			 
Относительно области существования разложения отметим следующее.







В точке  эта формула не имеет смысла, так как ряд при  расходится, а функция  не определена в этой точке. Однако в точке  ряд в (12) сходится (не абсолютно, условно) как ряд Лейбница, а функция  определена и непрерывна при . Следовательно, разложение  справедливо и при .

Итак, разложение имеет место при .


5. Биномиальный ряд




   .					











Относительно области существования разложения заметим следующее. С помощью признака Даламбера для знакопеременных рядов получаем, что ряд в абсолютно сходится при  и расходится при , так что радиус сходимости этого ряда равен 1 (при , где n – натуральное число). На границах  и  интервала сходимости ряд ведет себя так: при  абсолютно сходится при ; при  расходится при и условно сходится при ; при  расходится на обоих концах.
Полученный степенной ряд называется биномиальным рядом, а его коэффициенты – биномиальными коэффициентами. 


;				;						
			
6. Обратные тригонометрические функции

а) . В одном из примеров, рассмотренных выше получено следующее разложение для этой функции:



 .		



б) . Используя формулу , интегрируя почленно разложение в степенной ряд для функции    находим искомое разложение
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