[bookmark: _Toc285427619][bookmark: _Toc285445016]СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ. РАДИУС СХОДИМОСТИ,
ИНТЕРВАЛ СХОДИМОСТИ И ОБЛАСТЬ СХОДИМОСТИ


Пусть  – последовательность действительных чисел, . Ряд вида

,               (1)



где  – действительные числа, членами которого являются степенные функции, называется степенным рядом по степеням , а числа  – коэффициентами степенного ряда.

При  получаем степенной ряд по степеням x:



.							(2)

Заменой  ряд (1) приводится к ряду (2). Поэтому достаточно ограничиться рассмотрением рядов (2). Очевидно, что степенной ряд является частным случаем функционального ряда, поэтому к степенному ряду применимы понятия области сходимости, поточечной, абсолютной и равномерной сходимости и т. д.


Степенной ряд (2) всегда сходится в точке ; при  он может как сходиться, так и расходиться. Ниже установим, что область сходимости степенного ряда имеет своеобразную структуру. Первостепенное значение при этом имеет




Теорема 1 (Абеля[footnoteRef:1]). Если степенной ряд (2) сходится в точке , отличной от 0, то он сходится абсолютно в интервале  и сходится равномерно на любом отрезке , где . [1: ] 







 По условию теоремы числовой ряд  сходится, поэтому . Значит, существует такое число , что   . Если , то

.








Члены ряда составляют геометрическую прогрессию со знаменателем   и, значит, он сходится при . Следовательно, ряд (2) сходится абсолютно при . Пусть . Тогда . Значит, ряд (2) мажорируется сходящимся числовым рядом . Следовательно, по теореме Вейерштрасса он сходится равномерно на отрезке . 


Следствие 1. Если в точке  степенной ряд (2) расходится, то он расходится во всех точках x, удовлетворяющих неравенству  .

 Допустим, что ряд (2) сходится в точке x. Тогда по теореме Абеля он сходится абсолютно в точке , что противоречит условию. 
Из теоремы Абеля и следствия 1 вытекает общая




Теорема 2. Для каждого степенного ряда (2), если он не является всюду расходящимся, т.е. если степенной ряд (2) сходится хотя бы в одной точке , всегда существует такое число , что степенной ряд сходится (абсолютно) для  и расходится для .

Как мы увидим ниже из примеров, при  ряд (2) может как сходиться (абсолютно или нет), так и расходиться.





Таким образом, область сходимости степенного ряда (2) имеет следующее строение: она всегда представляет собой сплошной интервал , симметричный относительно точки , с возможным присоединением одного или обоих его концов . Общее утверждение о сходимости степенного ряда (2) в концах интервала  отсутствует; в этих точках сходимость ряда (2) следует исследовать особо.



Неотрицательное число R, такое, что степенной ряд (2) сходится для  и расходится при , называют радиусом сходимости, а интервал  – интервалом сходимости степенного ряда (2).




Если ряд (2) сходится только в точке , то ; если же он сходится для всех , то .




Аналогично, более общий степенной ряд (1) имеет интервал сходимости , симметричный относительно точки , с радиусом сходимости R;  ряд (1) сходится абсолютно при  и расходится при .
Для определения радиуса сходимости степенного ряда применяют признаки Даламбера и Коши (радикальный).

Теорема . Пусть существует (конечный или бесконечный) предел . Тогда радиус сходимости R степенного ряда (2) может быть вычислен по формуле

.										(3)
 Применяя признак Даламбера для ряда из модулей,  знакопеременных рядов к ряду (2), получаем

.





Следовательно, ряд (2) сходится абсолютно при , т. е. при , и расходится при , т. е. при . Следовательно, число  есть радиус сходимости ряда (2). 

Теорема. Пусть существует (конечный или бесконечный) предел . Тогда для радиуса сходимости R ряда (2) справедлива формула

.					(4)





 Применяя к ряду (2) радикальный признак Коши для знакопеременных рядов, получаем  . По признаку Коши ряд (2) сходится абсолютно при , т. е. при , и расходится при , т. е. при . Значит, справедлива формула (4) для радиуса сходимости R ряда (2). 

Заметим, что формулы (3) и (4) справедливы и для рядов вида (1). При этом роль x играет.



Пример 1. Найти радиус сходимости рядов: 1) ;  2) ;  3) .


Р е ш е н и е. 1) Так как существует предел , то по формуле (3) находим: .


2) Аналогично по формуле (3) , т. е. ряд сходится лишь в одной точке .


3) По формуле (3) , т. е. ряд сходится на всей оси .
Подчеркнем, что формулы (3) и (4) применимы только в случаях, когда пределы в этих формулах существуют. Существуют степенные ряды, для которых эти пределы не существуют; однако радиус сходимости для них можно вычислить, применяя признаки Коши или Даламбера н е п о с р е д с т в е н н о.

Пример 2. Найти радиус сходимости ряда .










Р е ш е н и е. Имеем , , ,  , так что предел  не существует. Однако непосредственное применение радикального признака Коши дает  и, значит, данный ряд сходится абсолютно при  и расходится при , т. е. .
Исследовать степенной ряд (1) или (2) на сходимость – значит определить его интервал сходимости и выяснить, сходится или расходится ряд в концах интервала сходимости, поскольку область сходимости ряда (1) или (2) состоит из интервала сходимости и, возможно, одной или обеих его граничных точек.
 При этом интервал сходимости может быть найден как по формуле (3) или (4), так и с помощью непосредственного использования признаков Даламбера и Коши (для знакопеременных рядов).




Пример 3. Исследовать на сходимость степенные ряды: 1) ; 2) ;  3) ;  4) .






Р е ш е н и е. 1) По формуле (4) находим  , что радиус сходимости ряда . В граничных точках  интервала сходимости  ряд расходится, так как нарушается необходимое условие сходимости. Значит, область сходимости ряда совпадает с его интервалом сходимости .







2) По формуле (3) находим, что радиус сходимости ряда  и, следовательно, его интервал сходимости есть (0, 2). При  получаем ряд , сходящийся по признаку Лейбница. При  получаем ряд . Он расходится, что следует при сравнении его (в предельной форме) с расходящимся гармоническим рядом . Следовательно, область сходимости ряда – полуинтервал .
3) Непосредственно применяя признак Даламбера для знакопеременных рядов , получаем

.












Поэтому ряд сходится (абсолютно) при , т. е. при , или при , и расходится при , т. е. в интервалах  и . Итак, интервал сходимости есть . В точке  получаем (условно) сходящийся ряд Лейбница , а в точке  – расходящийся гармонический ряд . Следовательно, область сходимости ряда – полуинтервал .







4) Убедитесь, что , поэтому интервал сходимости есть . В силу сходимости ряда  данный ряд сходится абсолютно и на концах . Поэтому область сходимости ряда – отрезок .

[bookmark: _Toc285427620][bookmark: _Toc285445017]СВОЙСТВА СТЕПЕННОГО РЯДА
Не ограничивая общности, будем рассматривать ряд

.					(1)



Основную роль при изучении свойств степенных рядов играет теорема Абеля. Пусть ряд (1) имеет радиус сходимости . Согласно теореме Абеля ряд (1) сходится равномерно на любом отрезке  .
[bookmark: _Toc285427621][bookmark: _Toc285445018] НЕПРЕРЫВНОСТЬ СУММЫ СТЕПЕННОГО РЯДА


Теорема. Пусть радиус сходимости R степенного ряда (1) не равен нулю. Тогда его сумма  непрерывна в интервале сходимости .
[bookmark: _Toc285427622][bookmark: _Toc285445019]ПОЧЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ СТЕПЕННОГО РЯДА



Теорема. Степенной ряд (1) с радиусом сходимости  можно почленно интегрировать на любом отрезке , принадлежащем интервалу сходимости , так что


 

,								(2)


где  – сумма ряда (1). При этом операция почленного интегрирования ряда (1) не изменяет радиуса сходимости, т.е. радиус сходимости ряда в (2) равен R..

Следствие. Степенной ряд (1) на любом отрезке  можно почленно интегрировать сколько угодно раз. Получаемые при этом степенные ряды имеют тот же радиус сходимости R, что и исходный  ряд (1).
[bookmark: _Toc285427623][bookmark: _Toc285445020] ПОЧЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СТЕПЕННОГО РЯДА


Теорема. Степенной ряд (1) с радиусом сходимости  можно почленно дифференцировать в любой точке его интервала сходимости , при этом

, 										(3)

где  – сумма ряда (1), и операция почленного диференцирования ряда (1) не изменяет радиуса сходимости, т.е. радиус сходимости степенного ряда в равенстве (3) равен R.
Следствие. Степенной ряд (1) можно почленно дифференцировать на интервале его сходимости сколь угодно раз. Получаемые при этом степенные ряды имеют тот же радиус сходимости R, что и исходный ряд (1).

[bookmark: _GoBack]Почленное интегрирование и дифференцирование используют, в частности, для вычисления сумм степенных рядов и числовых рядов, а также для разложения заданной функции  в степенной ряд. 
Пример 1. Исследовать на сходимость ряд

                        (4)

и найти его сумму. Затем вычислить сумму числового ряда .
Р е ш е н и е. Заметим, что данный ряд получается почленным интегрированием ряда

						(5)




в пределах от 0 до x. Ряд (5) составлен из членов геометрической прогрессии со знаменателем ; он сходится при , и его сумма равна . Интегрируя ряд (5) почленно на отрезке , получаем, что сумма ряда (4) равна




, .
Мы получили разложение

										(6)







для . Однако ряд в (6) сходится (условно) как ряд Лейбница и в точках , а функция  определена и непрерывна в этих точках. Поэтому разложение (6) согласно следствию из теоремы 2 справедливо при , т. е. оно имеет место на отрезке . Подчеркнем, что, хотя функция  определена и имеет смысл и вне этого отрезка, формула (6) там уже теряет смысл, так как ряд в (6) при  расходится (не имеет суммы).

Полагая в формуле (6) , найдем сумму заданного числового ряда:

								(7)


и одновременно – представление числа  в виде суммы бесконечного числового ряда. Ряд в формуле (7) – это знаменитый ряд Лейбница, давший впервые в истории математического анализа разложение числа .
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