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Функциональный ряд   						(1)



называется равномерно сходящимся в области E к функции , если для любого сколь угодно малого  существует такой номер , не зависящий от x, что



        ,   .				(2)









Подчеркнем, что при р а в н о м е р н о й  сходимости ряда (1) неравенство (2) выполняется для всех  одновременно и   зависит только от , но не зависит от x. В отличие от р а в н о м е р н о й  сходимости, при п о т о ч е ч н о й сходимости (которую называют также неравномерной) номер , вообще говоря, зависит не только от , но и от , т. е. , и номера , обеспечивающего выполнение неравенства (2) для всех  одновременно, может и не существовать.




Пример 1. Ряд (из членов геометрической прогрессии)  сходится в интервале ;  остаток . При любом фиксированном n


,     ,






поэтому обеспечить при одном и том же номере n одновременно для всех  выполнение неравенства   невозможно. Поэтому данный ряд сходится в интервале  (а также в промежутках  и ) неравномерно.
Наиболее простым и часто применяемым д о с т а т о ч н ы м признаком равномерной сходимости функционального ряда является
Признак Вейерштрасса. Если для функционального ряда (1) можно указать такой сходящийся положительный числовой ряд


 ,										(5)



что для всех  (или для всех  и  выполняются неравенства

, 											(6)
то ряд (1) сходится абсолютно и равномерно в области E.

 Поскольку числовой ряд (5) сходится, его остаток , т. е.


   .
Из неравенства (6) получаем





  ,  .								(7)

Согласно данному определению равномерной сходимости ряда это означает, что ряд (1) сходится равномерно в области E. Далее из неравенства (6) в силу теоремы сравнения для положительных рядов следует, что в области E сходится  ряд , т. е. ряд (1) сходится абсолютно в области E. 
При выполнении неравенства (6) говорят, что ряд (1) мажорируется рядом (5), а ряд (5) называется мажорантным рядом  или мажорантой для ряда (1). Таким образом, условие мажорируемости ряда является д о с т а т о ч н ы м   для его равномерной сходимости. Однако это условие, как можно показать, не является н е о б х о д и м ы м.





Пример 2. Ряды ,  сходятся равномерно в любом промежутке (на всей числовой оси), если ряд  сходится абсолютно, так как , .







Мажорантным рядом здесь является ряд . Например, ряды  и  сходятся равномерно на оси  при , так как мажорируются сходящимся (при ) обобщенным гармоническим рядом .
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Сумма к о н е ч н о г о числа непрерывных функций является непрерывной функцией. Однако сумма ряда, т. е. сумма б е с к о н е ч н о г о  числа слагаемых, каждое из которых – непрерывная функция, не всегда является непрерывной функцией. 



Теорема. Пусть функции    определены и непрерывны на множестве  и ряд

							(1)

сходится равномерно в области E. Тогда его сумма  непрерывна в области E.



 Из равномерной сходимости ряда (1) следует, что  в области E существует такой номер , что 


   .






Докажем непрерывность функции  в произвольной точке . Функция  непрерывна на E как сумма конечного числа непрерывных функций. Поэтому для выбранного  и  существует такое , что



  при ,  .

Так как , то



,



как только , а это означает непрерывность функции  в точке  
[bookmark: _Toc285427617][bookmark: _Toc285445014]ПОЧЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО РЯДА






Теорема. Пусть функции  непрерывны на отрезке   и ряд (1) сходится к функции  равномерно на . Тогда ряд (1) можно почленно интегрировать на любом отрезке , т.е. имеет место равенство

.					(2)
При этом функциональный ряд

											(3)

сходится равномерно на отрезке .





 Из равномерной сходимости ряда (1) следует, что  существует такой номер , что  , . Поэтому для разности между функцией слева в (2) и частичной суммой ряда (3) получаем оценку





   ,  .


Следовательно, согласно определению ряд (3) сходится равномерно на  к функции . Отсюда следует, что имеет место равенство (2). 
Почленное интегрирование применяют, в частности, для исследования сходимости и вычисления сумм функциональных и числовых рядов.

Пример 1. Исследовать сходимость ряда .
Р е ш е н и е. Заметим, что

,
и рассмотрим ряд

.							(4)



Он мажорируется числовым рядом , поскольку   .


Поэтому ряд (4) по признаку Вейерштрасса сходится равномерно на всей оси . Интегрируя его почленно на отрезке , получаем

.

Из теоремы  следует, что заданный ряд сходится равномерно на прямой .
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Теорема. Пусть:  1) функции   определены и непрерывно дифференцируемы на отрезке ; 2) ряд (1) с членами сходится к функции  на ; 3) ряд , составленный из производных, сходится равномерно на . Тогда исходный ряд (1) сходится равномерно на , его сумма является непрерывно дифференцируемой функцией, причем

.											(5)

 Введем обозначение . При интегрировании последнего равенства, применяя теорему 3, получаем



.								(6)





Согласно теореме 1 функция  непрерывна на , поэтому интеграл слева имеет производную, равную . Значит, правая часть в (9) также дифференцируема, причем , т. е. имеет место равенство (8). Из теоремы 3 (применительно к ряду (8)) следует равномерная сходимость исходного ряда (1) на отрезке . 


Пример 2. Найти сумму  ряда . Затем вычислить суммы числовых рядов:



[bookmark: _GoBack] 1) ;  2) ;  3) .










Р е ш е н и е. Заметим, что  и ряд , составленный из производных исходного ряда, сходится равномерно на любом отрезке , где  (как ряд из членов геометрической прогрессии со знаменателем x). Его сумма равна , . Значит, заданный ряд, получаемый почленным интегрированием ряда , также сходится в интервале . Почленное дифференцирование ряда  дает .








Отсюда . Так как , то  , . Полагая в последнем равенстве последовательно ,  и , найдем суммы заданных числовых рядов:

;


;     .
Интересно, что первый числовой ряд (ряд Лейбница) и второй ряд (положительный) имеют одну и ту же сумму.
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