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Знакопеременным называется  ряд , членами которого являются любые действительные числа (как положительные, так и отрицательные), т.е.  для любых  . 

Знакочередующиеся ряды являются частным случаем знакопеременных рядов: в последних знаки «плюс» и «минус» у членов  меняются поочередно.


Примером знакопеременного ряда является, например, ряд  .
Рассмотрим два числовых ряда: данный знакопеременный ряд

                                         (1)
и положительный ряд

                                      (2)
Числовой ряд (1) называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд (2). Числовой ряд (1) называется условно сходящимся или не абсолютно сходящимся, если ряд (1) сходится, а ряд (2) расходится.
[bookmark: _Toc285418436]ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК (АБСОЛЮТНОЙ)
СХОДИМОСТИ ЗНАКОПЕРЕМЕННОГО РЯДА
Теорема  (Коши). Если ряд (1) сходится абсолютно (т. е. сходится ряд (2)), то он сходится.





 Используем свойства линейных операций над рядами. Из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда . Так как  , то из признака сравнения следует сходимость ряда . Но ряд (1) можно представить в виде разности двух сходящихся рядов: . Поэтому ряд (1) сходится. 
Обратная теорема («если ряд (1) сходится, то сходится ряд (2)») в общем случае не имеет места, т. е. данный признак не является необходимым: ряд (1) может сходиться, а ряд (2) – расходиться (случай условной сходимости ряда (1)). 


Пример 1. Исследовать сходимость ряда  .




Р е ш е н и е. Знакоположительный ряд  сравним со сходящимся рядом : так как , то согласно признаку сравнения (в непредельной форме) ряд  сходится, и в силу признака абсолютной сходимости заданный ряд сходится абсолютно.
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Пусть  – последовательность положительных чисел,


.
Тогда ряд вида

,                  
члены которого поочередно меняют знак (т. е. знак перемежается), называется знакочередующимся рядом. Для таких рядов достаточный признак сходимости дает
Теорема 1 (признак Лейбница). Пусть члены знакочередующегося ряда (1) удовлетворяют условиям:


1) ;    2) .

Тогда ряд (1) сходится, а его сумма S не превосходит первого члена, т.е. .
 Четная частичная сумма ряда (1) имеет вид

.

Поскольку все выражения в круглых скобках – неотрицательные, последовательность четных частичных сумм  ряда является неубывающей.

С другой стороны, величину  можно записать так:

.				(2)





Итак, последовательность  не убывает и ограничена сверху и, следовательно, она сходится, т. е. имеет конечный предел. Обозначим . Из равенств  следует, что и сумма ряда (1) равна S. Из неравенства (2) следует, что . 
Ряд, удовлетворяющий условиям теоремы 1, называется рядом Лейбница или рядом лейбницевского типа.




Пример 1. Исследовать на сходимость ряды: а) ; б) ; в)  .
Р е ш е н и е. Каждый из трех данных рядов является рядом Лейбница и, значит, сходится согласно признаку Лейбница (проверьте выполнение условий теоремы Лейбница). Заметим, что соответствующие ряды из абсолютных величин являются расходящимися (проверьте!). Значит, данные ряды сходятся условно.
[bookmark: _Toc285418438]СОЧЕТАТЕЛЬНОЕ И ПЕРЕМЕСТИТЕЛЬНОЕ СВОЙСТВО
СХОДЯЩИХСЯ (ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ИЛИ ЗНАКОПЕРЕМЕННЫХ) РЯДОВ
Понятие суммы бесконечного ряда содержит предельный переход, и этим оно существенно отличается от понятия суммы конечного числа слагаемых. Поэтому свойства сумм, справедливые для случая конечного числа слагаемых, для рядов могут не выполняться (нарушаться), либо они имеют место только при выполнении определенных условий относительно характера сходимости ряда. Оказывается, что
 всякий сходящийся (абсолютно или условно) ряд имеет сочетательное свойство; переместительное свойство имеет лишь абсолютно сходящийся ряд, а условно сходящийся ряд им не обладает. 
Примем без доказательства следующие свойства сходящихся рядов.
Сочетательное свойство сходящегося ряда. Для числовых сумм конечного числа слагаемых справедливо сочетательное (ассоциативное) свойство: сумма не изменяется, если элементы суммы группировать в любом порядке (без перестановки):



,						(3)



, , со свойством .
Теорема . Пусть ряд

									(4)




сходится (абсолютно или условно). Будем объединять (группировать) члены ряда в группы, не меняя их расположения (порядка): , , , где  – некоторая возрастающая последовательность натуральных чисел. Обозначим


 .                    (5)
Ряд, составленный из этих сумм:



,                                           (6)
также сходится и имеет ту же сумму, что и исходный ряд (4), т. е. сходящийся ряд обладает сочетательным свойством.


Однако аналогия с конечными суммами по сочетательному свойству не является полной для сходящихся рядов. Для конечных сумм она справедлива и в обратном порядке: если в правой части равенства (3) опустить скобки, то равенство (3) сохранится. Если же задан сходящийся ряд (6), члены которого являются суммами вида (5) конечного числа членов ряда (4), то при опускании скобок в (6) получим ряд вида (4), который может расходиться. Например, ряд  сходится, а ряд, получаемый из него при опускании скобок: , расходится.
Переместительное свойство абсолютно сходящихся рядов. Для числовых сумм конечного числа слагаемых справедливо переместительное (коммутативное) свойство: сумма не изменяется при любой перестановке слагаемых

,

где  – произвольная перестановка из множества натуральных чисел (1, 2, ...,  n).




Пусть ряд (4) сходится и имеет сумму S. Рассмотрим взаимно однозначное отображение  множества натуральных чисел на себя. При этом каждому  соответствует единственное , причем последовательность  представляет собой весь натуральный ряд чисел (без пропусков). Получим из ряда (4) новый ряд с помощью произвольной перестановки, отвечающей данному отображению:

 .                                (7)
Каждый член ряда (7) совпадает с некоторым членом заданного ряда (4).
Теорема  (Дирихле). Пусть ряд (4) а б с о л ю т н о сходится. Тогда ряд (7), полученный из него произвольной перестановкой членов, также сходится и имеет ту же сумму S, что и исходный ряд, т. е.  абсолютно  сходящийся ряд обладает переместительным свойством.
У с л о в н о сходящиеся ряды переместительным свойством не обладают. Точнее, справедлива

Теорема  (Римана). Для любого наперед заданного числа L (конечного или равного ) можно так переставить члены условно сходящегося ряда, чтобы полученный ряд имел в качестве своей суммы число L.
[bookmark: _GoBack]Таким образом, условно и абсолютно сходящиеся ряды существенно различаются по своим свойствам.
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