

[bookmark: _Toc285417792]НЕОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ДУ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
И СО СПЕЦИАЛЬНОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ
Рассмотрим НЛДУ порядка h вида

						(1)





с постоянными коэффициентами . В этом случае можно найти фундаментальную систему решений и общее решение соответствующего ОЛДУ и затем определить частное решение  и общее решение  уравнения методом вариации постоянных (Лагранжа). Этот подход применим для ДУ (1) с произвольной правой частью , но требует вычисления интегралов. Однако в случаях, когда правая часть  в уравнении имеет специальный вид

,

частное решение  уравнения  можно найти без применения интегралов.






В формуле  – действительные числа,  и – многочлены с действительными коэффициентами степени n и m соответственно. В общем случае . Правая часть этого  вида называется специальной. Вместо метода Лагранжа в этих случаях применяют метод подбора с использованием неопределенных коэффициентов. Ценным при этом является то, что процедура нахождения частного решения  упрощается и сводится к алгебраическим вычислениям по методу неопределенных коэффициентов.

Для произвольного h мы приведем рекомендации метода без доказательства. Но, чтобы почувствовать и лучше понять их, дадим их вывод для случая .














Пусть задано уравнение второго порядка,	где  – действительные числа, а  имеет  специальный вид . Рассмотрим сначала частный случай  ,	где  – многочлен n-й степени. Будем искать решение  для исходного ДУ в виде, похожем на правую часть:, где  – многочлен степени n;  – его подлежащие определению коэффициенты. Подставив выражение   и производные ,  в уравнение и сокращая на , получим

.		(*)	

Составим характеристическое уравнение  	


для соответствующего однородного уравнения. Возможны различные случаи в соотношении между числом  из правой части  и корнями характеристического уравнения .












а) Число  в не является корнем характеристического уравнения. Тогда, поскольку ,  – многочлены соответственно степени и , в равенстве (*) и слева и справа имеем многочлен степени n. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x в (*), получаем систему из  линейных алгебраических уравнений для определения  неизвестных коэффициентов  многочлена , т. е. в данном случае алгебраических уравнений хватает для определения , а многочлен  в имеет ту же степень n, что и в правой части .
















б) Число  – простой (однократный) корень характеристического  уравнения. Если в этом случае по-прежнему искать решение  в виде , то в равенстве (*) слева получим уже многочлен не степени n, как в случае а), а степени , так как коэффициент  при  равен нулю, а многочлены и  имеют соответственно степени  и . Значит, в равенстве слева и справа будем иметь многочлены разной степени и ни при каких  равенство (*) не будет тождеством, как нужно. Поэтому вид (5) для  уже не подходит. В этом случае в частном решении  следует использовать многочлен степени : .	Далее поступаем, как в случае а), и находим коэффициенты многочлена .







	в) Число  – двукратный корень характеристического  уравнения. По формуле Виета . Значит, в равенстве (*) слева равно нулю не только третье, но и второе слагаемое. Теперь в (*) степень многочлена слева равна , а степень многочлена справа есть n , если искать  в виде . Поэтому .	Далее находим коэффициенты  с помощью метода неопределенных коэффициентов.

Теперь рассмотрим общий случай, когда правая часть уравнения 

имеет вид . 




Приведенные выше рассуждения остаются справедливыми и при комплексном  в экспоненте формулы . Преобразуем правую часть, используя формулу Эйлера  =  (i – мнимая единица) и вытекающие из нее формулы

.
Подставим последние формулы 


,










	где , ,  (s есть наибольшее из чисел n, m);  – многочлены степени s. Применяя к каждому из двух последних слагаемых правой части предыдущие рассуждения из случая, когда  имеет вид , и используя принцип наложения решений , устанавливаем следующее правило. Если число  не является корнем характеристического уравнения, то частное решение ДУ следует искать в виде , где . Если же число  является корнем характеристического уравнения , то частное решение еще получает множитель x.
Возвращаясь от показательных функций к тригонометрическим, приходим к следующему правилу для ДУ:


Если число  не является корнем характеристического уравнения , то частное решение  уравнения можно найти в виде

.						


Если же число  является корнем кратности 1 (простым корнем), то  следует искать в виде

.						





В формулах  – многочлены степени . Их коэффициенты определяются при подстановке  в исходное ДУ. Это правило всегда верно для ДУ второго порядка, так как соответствующее характеристическое уравнение не имеет кратных комплексных корней. Но для уравнения h-го порядка при h > 2 характеристическое уравнение может иметь такие корни, и в решение  надо тогда вводить множитель .
Обобщая данное правило на НЛДУ произвольного h-го порядка, приходим к следующему утверждению.




Теорема 1. Пусть правая часть линейного неоднородного ДУ  с постоянными коэффициентами  является специальной, т. е. имеет вид . Тогда его частное решение  можно найти в виде

,						


если число , определяемое правой частью, не является корнем характеристического уравнения  ,							





и в виде , если число  является корнем уравнения кратности k. В (12), (14)  – многочлены степени  с неизвестными коэффициентами, определяемыми при подстановке  в исходное уравнение.

Число , определяемое правой частью ДУ вида, называется характеристикой этого уравнения.




Замечание 1. Для определения неизвестных коэффициентов в многочленах  после подстановки  в уравнение следует приравнивать коэффициенты при одинаковых степенях x в левой и правой части, стоящих множителями при  и отдельно – при .







Замечание 2. Если  в содержит только  или только , то в  все равно следует включать и , и . Иначе не выполнится тождество после подстановки  в ДУ.


Замечание 3. Описанный метод применим и для правой части более общего вида:

,

Тогда частное решение ДУ с такой правой частью есть , где 



 – частное решение уравнения с правой частью, равной i-му слагаемому в сумме в  . 











Замечание 4. ДУ с другими видами правой части, отличными от специального, указанным приемом, вообще говоря, решать нельзя; тогда можно применить, например, метод Лагранжа. Но иногда  с видом, отличным от специального, можно преобразовать в такой вид. Например, функция  не имеет специального вида. Но , где , . Каждая функция  уже имеет специальный  вид. Поэтому можно пойти по изложенному методу нахождения  для ,  для  и затем получить .








Замечание 5. При  и  имеем ; при   ; при  .


Рекомендации по отысканию частного решения  ДУ для общего и частного случаев в правой части  специального вида можно свести  в одну таблицу (см. справочные материалы).


Пример 1. Найти общее решение уравнения .
Р е ш е н и е.  Требуется решить линейное неоднородное с постоянными коэффициентами и правой частью специального вида ДУ. 






1) Решаем однородное уравнение . Характеристическое уравнение  имеет корень  кратности 2. Поэтому . 













2) Имеем . Число  не является корнем характеристического уравнения, поэтому решение  имеем в виде . Имеем . Подстановка  в заданное уравнение дает тождество . Из него получаем условия для определения : приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x:  (при ),  (при x)  и получаем , 

.

Пример 2. Найти общее решение НЛДУ .
Требуется решить линейное неоднородное с постоянными коэффициентами и правой частью специального вида ДУ. 




Р е ш е н и е. 





1) Решаем однородное уравнение .

Находим корни характеристического уравнения :

   

и общее решение: .



2) Специальная правая часть  
· 







Имеем  (– многочлены нулевой степени), , , . Характеристика уравнения  не является корнем х.у., поэтому решение  ищем в виде . 
· 




Вычисляем производные функции : ,  . 
· 
Подставляем  в уравнение 
· 




 приравниваем коэффициенты при  , при  . 
· 
Получаем , 
· 


 . 




Заметим, что  и  содержат функцию , хотя в ДУ для  имеем sin.



[bookmark: _GoBack]Пример 3. Не вычисляя неопределенные коэффициенты, указать вид частного решения  для следующих ДУ: 1) ; 



2)  ; 3).
Р е ш е н и е. Правые части всех уравнений имеют специальный вид 









1) Имеем , . Характеристическое уравнение   имеет действительные простые корни . Число  не является корнем характеристического уравнения . Вид : .







2) Имеем . Характеристическое уравнение   имеет корень  кратности 4. Число  является корнем характеристического уравнения кратности . Вид: .








3) Имеем . Характеристическое уравнение    имеет простые комплексно-сопряженные корни . Характеристика  является корнем характеристического уравнения кратности . Вид :  (имеем ).
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