
ЛОКАЛЬНЫЕ ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИИ
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ




Теорию экстремумов функции будем рассматривать на примере функции двух переменных – из-за простоты получаемых результатов и возможности наглядной иллюстрации в пространстве . Пусть  определена в некоторой области  и  – внутренняя точка этой области.
Определение. 
· 



Точка  называется точкой локального максимума функции , если существует -окрестность этой точки, такая, что для всех  этой окрестности выполняется неравенство

.					(1)

Значение  называют локальным максимумом функции.
· 



Точка  называется точкой локального минимума функции , если существует -окрестность этой точки, такая, что для всех  этой окрестности выполняется неравенство

.					(1)

Значение  называют локальным минимумом функции.

Точки максимума или минимума функции называют точками экстремума функции, а максимумы и минимумы функции – экстремумами функции.

Если в окрестности точки  выполняются нестрогие неравенства


, ,				(2)
то в этом случае говорят, что функция имеет несобственный (нестрогий) максимум (минимум).

Геометрически максимуму (минимуму) на поверхности  соответствует «вершина» («впадина»).






Например, функция  имеет локальный максимум в точке : . Действительно, существует окрестность точки  (рис. 1), в которой выполняется условие  .





Функция  имеет локальный минимум в точке  (рис. 2), так как в любой точке , принадлежащей достаточно малой окрестности точки , выполняется условие .
	

	


	Рис. 1
	Рис. 2




Отметим, что если функция  имеет в точке  локальный экстремум, то
· 
в случае локального максимума ;
· 
в случае локального минимума .





Из сказанного выше следует, что полное приращение функции не меняет знака в выколотой окрестности точки . Однако для всех точек  определить знак приращения  практически невозможно, поэтому надо искать другие условия, по которым можно судить о наличии и характере экстремума функции в данной точке.
Теорема 1 (необходимые условия существования локального экстремума). 


Если в точке  дифференцируемая функция  имеет локальный экстремум, то:



1) частные производные  в этой точке равны нулю:  ,

2) или, по крайней мере, одна из  не существует.

 Докажем только первое утверждение теоремы.





Рассмотрим в окрестности  лишь те точки, для которых . Получим функцию  одной переменной х. Эта функция имеет в точке  экстремум, следовательно, .

Аналогично доказывается, что .#








Проиллюстрируем примером второе утверждение теоремы 1. Функция  имеет максимум в точке , так как  выполняется условие . Частные производные ,  в точке  не существуют (рис.).






Следствие. Если функция  имеет в точке  локальный экстремум, то ее дифференциал в этой точке равен нулю или не существует.
Точки, в которых частные производные равны нулю или не существуют, называются критическими. Критические точки, в которых частные производные равны нулю, называются стационарными точками. Критические точки являются точками возможного экстремума.
Покажем на примере, что равенство нулю частных производных первого порядка не является достаточным условием существования экстремума функции.






Функция  задана на всей числовой плоскости R2. Точка  будет стационарной, поскольку частные производные в ней равны нулю. Так как функция равна нулю в точке , а в любой сколь угодно малой окрестности  она принимает как положительные, так и отрицательные значения, то функция  не имеет в точке  экстремума.
Теорема 2 (достаточные условия существования локального экстремума). 



Пусть  – стационарная точка функции , имеющей в окрестности этой точки  непрерывные частные производные второго порядка, и пусть

.
Тогда:
1) 




 если, то функция  в точке  имеет экстремум, причем максимум, если , и минимум, если ;
2) 


 если , то функция  в точке  не имеет экстремума.








 Из определения локального экстремума следует, что если функция  имеет в точке  локальный максимум, то  ; если же  – точка локального минимума, то  .










Определим знак приращения  в -окрестности стационарной точки , используя формулу Тейлора для . Сохраним в формуле Тейлора только первые два члена, т. е. положим  . (Это можно сделать, так как в достаточно малой окрестности точки  остаточный член формулы Тейлора не влияет на знак правой части формулы Тейлора.) Так как  – стационарная точка, то . Следовательно,

.





Используя введенные в формулировке теоремы обозначения , , ) и считая, что , получим, вынося за скобку :

.







Из последнего равенства видно, что знак  определяется знаком трехчлена , где . Если дискриминант  , то квадратный трехчлен действительных корней не имеет, поэтому  сохраняет постоянный знак, совпадающий со знаком коэффициента А. В данном случае стационарная точка  является точкой локального экстремума.




Можно указать и вид этого экстремума. Действительно, если , то  – точка локального минимума, а    – точка локального максимума.







Если , то трехчлен  имеет два действительных корня и в промежутке изменения  приращение  меняет знак.
Поэтому при   стационарная точка  не является точкой экстремума. #




Замечание* 1. В случае  для решения задачи о существовании экстремума в точке  необходимо произвести дополнительные исследования знака  в .







Если  и , то , где  – корень квадратного трехчлена. Следовательно, стационарная точка  будет точкой локального минимума при  и точкой локального максимума при .







Если  и , то  и знак  определяется знаком . Поэтому стационарная точка будет точкой локального минимума при  и точкой локального максимума при .








Если  и , то  и , т. е. в этом случае знак  определяется знаком . Следовательно, требуются дополнительные исследования по определению знака  в окрестности .







Замечание 2. При выводе достаточных условий экстремума предполагалось, что . Если  для любого , то получаем экстремум функции одной переменной , методика нахождения которого известна. Аналогично если  для любого , то .




Приращения  и  не могут равняться нулю одновременно, поскольку в подобном случае точка  совпала бы с точкой  и функция
z = f(x, у) не получила бы никакого приращения.

Пример 1. Исследовать на экстремум функцию .
Р е ш е н и е. Вычислим частные производные первого порядка данной функции:


, .
Найдем точки возможного экстремума. Для этого, следуя необходимому условию существования экстремума, решим систему уравнений:



  .


Таким образом, существует только одна стационарная точка , в которой функция  может достигать экстремума.


Применим достаточные условия существования экстремума. Для этого вычислим частные производные второго порядка функции  в точке :



,   ,   ,



,   ,   .




Так как  и , то точка  является точкой локального минимума: .

Пример 2. Исследовать на экстремум функцию .

Р е ш е н и е. Найдем точки возможного экстремума, вычислив частные производные первого порядка функции  и решив систему уравнений:



  .




Таким образом, существуют две стационарные точки, в которых функция  может достигать экстремума. Применим для каждой из них достаточные условия существования экстремума. Для этого найдем частные производные второго порядка функции  и вычислим , :






,  ,  .Так как , то точка  не является точкой локального экстремума функции .




Так как  и , то точка  является точкой локального минимума: .

Пример 3. Исследовать на экстремум функцию .

Р е ш е н и е. Вычислим частные производные первого порядка функции :


, .


Решая систему уравнений ,  находим стационарную точку .

.





Следуя теореме 2, нельзя определенно ответить на вопрос о существовании экстремума в точке . В данном случае стационарная точка  является точкой локального минимума функции , поскольку в точке  , а во всех остальных точках она больше нуля.
НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ
(ГЛОБАЛЬНЫЕ ЭКСТРЕМУМЫ) ФУНКЦИИ
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ




Пусть функция  определена и непрерывна в ограниченной замкнутой области . Тогда в области  она достигает своих наименьшего и наибольшего значений, причем эти значения достигаются либо внутри области D, либо на ее границе. Точки, в которых функция принимает наибольшее и наименьшее значения в ограниченной замкнутой области, называют также точками абсолютного или глобального экстремума. Если наибольшее или наименьшее значения достигаются во внутренних точках области, то это – точки локального экстремума функции z = f(x, у). Таким образом, точки, в которых функция  принимает наибольшее и наименьшее значения, являются либо точками локального экстремума, либо граничными точками области.



Следовательно, чтобы найти наибольшее и наименьшее значения функции  в ограниченной замкнутой области , следует вычислить значения функции в критических точках области , а также определить наибольшее и наименьшее значения на ее границе.










Предположим, что граница области  задана уравнением . Задача нахождения наибольшего и наименьшего значений функции на границе области  сводится к отысканию наибольшего и наименьшего значений (абсолютного экстремума) функции одной переменной, так как уравнение границы области  –  связывает переменные  и  между собой. Значит, если разрешить это уравнение относительно одной из переменных или представить его в параметрическом виде и подставить выражения ,  в уравнение , то придем к задаче нахождения наибольшего и наименьшего значений функции одной переменной. 





Пример 1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  в замкнутой области , ограниченной прямыми ,  и .





Р е ш е н и е. Изобразим область  на плоскости , обозначим через , ,  каждую из трех частей границы области (рис. 1, а).
	


а
	

б

	






1. Определим критические точки, лежащие внутри области . Для этого вычислим частные производные: ,  и приравняем их нулю. 






Получим точку , которая не принадлежит области , следовательно, при нахождении наибольшего и наименьшего значения функции точка  рассматриваться не будет.
2. Перейдем к исследованию на границе области.









На   и функция , , т. е. требуется найти наибольшее и наименьшее значения функции одной переменной на отрезке. Так как  – возрастающая на  функция, то она принимает наибольшее и наименьшее значения на концах отрезка, т. е. при , или в точках , .






Аналогично получаем на  :  (, ) и точки  и , «подозрительные на наибольшее и наименьшее значения».





На :  и функция , . Функция  принимает наибольшее и наименьшее значения либо внутри отрезка в критических точках, либо на концах этого отрезка. Найдем критические точки:



, , .




Вычислив , получим точку . На концах отрезка имеем найденные ранее точки  и .
3. Вычислим значения исследуемой функции во всех «подозрительных» точках:


,  ,


,  .




Таким образом, точка  является точкой наибольшего , а  – наименьшего  значения функции двух переменных в замкнутой области (рис. 1, б).


Пример 2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  в круге  (рис. 2).





Р е ш е н и е. 1. Определим критические точки, лежащие внутри области . Для этого вычислим частные производные: ,  и приравняем их нулю. Получим точку , которая принадлежит области .
2. Зададим границу области параметрически:




 , , .





Тогда на  функция  примет вид  , . 
	

а
	

б

	Рис. 2


Найдем точки, «подозрительные на наибольшее и наименьшее значения» – критические и на концах отрезка:







,      , ,  и .
3. Вычислим значения исследуемой функции во всех найденных точках:



,  ,  ,


,  .









Таким образом, точки  и  являются точками наибольшего значения функции , а точки  и  – наименьшего значения . Точка  не доставляет функции  в  ни наибольшего, ни наименьшего значений.
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