
 КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ И НОРМАЛЬ
К ПОВЕРХНОСТИ. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ
ПОЛНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛА ФУНКЦИИ
ДВУХ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ




Геометрическим образом (графиком) функции двух независимых переменных  в пространстве  является некоторая поверхность  (рис. 1). Выберем на ней точку .
[image: ]
Рис. 1


Определение. Касательной плоскостью к поверхности  в данной точке  называется плоскость, которая содержит касательные ко всем кривым, проведенным на поверхности через эту точку.








Найдем уравнение касательной плоскости к поверхности  в точке . Для этого рассмотрим сечения поверхности  плоскостями , . Линия пересечения  поверхности  плоскостью  задается системой уравнений





а линия пересечения  поверхности  плоскостью  – системой уравнений







Уравнения касательных  и  к линиям  и  в точке  имеют вид соответственно

							(1)

							(2)






Запишем уравнение плоскости , содержащей касательные  и . Уравнение любой плоскости, проходящей через точку , , , имеет вид

,
или

.						(3)






Касательные  и  получаются сечением плоскости  плоскостями ,  соответственно. Следовательно, уравнения касательной 

,							(4)

а уравнения касательной 

.							(5)


Сравнивая коэффициенты при разности  в формулах (1) и (4) и при  в формулах (2) и (5), имеем


, .



Подставляя эти значения в уравнение (3), находим уравнение искомой плоскости , проходящей через касательные  и :

.			(6)


Если уравнение поверхности  задано неявной функцией , то


, .



Следовательно, уравнение плоскости , проходящей через касательные  и , имеет вид

.		(7)














Покажем, что касательная к любой кривой, целиком лежащей на поверхности  и проходящей через точку , принадлежит плоскости . Для этого запишем уравнение произвольной кривой , проходящей через точку , в параметрической форме: , , , . Точке  соответствует значение параметра . Кривая  целиком лежит на поверхности, заданной уравнением . Тогда уравнение  является тождеством, которое можно дифференцировать. В результате, используя правило дифференцирования сложной функции, получим

.

Таким образом, в точке  выполняется условие

.				(8)










Значения  представляют проекции направляющего вектора  касательной к кривой  в точке , а частные производные  являются координатами вектора нормали  к плоскости . Следовательно, условие (8) есть равенство нулю скалярного произведения векторов  и , т. е. условие их перпендикулярности. Но это и означает, что все касательные прямые к кривым, лежащим на поверхности и проходящим через точку , лежат в одной плоскости – касательной плоскости к этой поверхности.



Таким образом, уравнения (6) и (7) содержат все касательные к кривым, проведенным на поверхности  через точку , т. е. определяют касательную плоскость к этой поверхности в точке .

Точка, в которой  или хотя бы одна из этих производных не существует, называется особой точкой поверхности. В такой точке поверхность может не иметь касательной плоскости. Например, вершина конической поверхности является особой точкой, касательные прямые к кривым, проведенным через эту точку, не лежат в одной плоскости.


Определение. Нормалью к поверхности  в данной точке  называется прямая, проходящая через эту точку перпендикулярно к касательной плоскости, проведенной в данной точке поверхности.








Запишем уравнения нормали к поверхности  в точке , пользуясь условием перпендикулярности прямой и плоскости. Из общего уравнения плоскости  следует, что – координаты нормального вектора  к плоскости. Тогда из (6) имеем   и  и уравнения нормали будут

.								(9)

Из уравнения плоскости (7) имеем и уравнение нормали есть 

.


Пример 1. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности  в точке .

Решение. Уравнение поверхности задано явной функцией. Уравнение касательной плоскости находим по формуле (6). Для этого вычислим частные производные функции в точке :


, .
Тогда уравнение касательной плоскости примет вид

.
Уравнения нормали находим по формуле (9):

.



Пример 2. Показать, что уравнение касательной плоскости к сфере  в точке  имеет вид .



Решение. Уравнение поверхности задано неявно  . Уравнение касательной плоскости находим по формуле (7). Вычислим частные производные функции в точке :


Значит, уравнением касательной плоскости будет

,
или

.



Учитывая, что точка  принадлежит сфере и для нее выполняется , окончательно получаем .
С помощью уравнения касательной плоскости можно выяснить геометрический смысл полного дифференциала функции двух независимых переменных.


Заменяя приращения независимых переменных  и  дифференциалами dx и dy, уравнение касательной плоскости (6) запишем в виде

.




Правая часть этого уравнения представляет собой полный дифференциал функции  в точке , а левая его часть  – приращение аппликаты (z) касательной плоскости в точке касания: .





Таким образом, полный дифференциал функции  в точке  при заданных приращениях  и  равен соответствующему приращению аппликаты касательной плоскости в точке  к поверхности, которая является графиком данной функции (отрезок АВ на рис. 2).
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Рис .2
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