НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
ПЕРВОГО РОДА (С БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛАМИ)
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При введении понятия определенного интеграла как предела интегральной суммы предполагалось, что: 1) пределы интегрирования a и b являются конечными; 2) подынтегральная функция f(x) на отрезке [a, b] ограничена (в частности, непрерывна или имеет конечное число точек разрыва первого рода). В этом случае определенный интеграл называется собственным. Если хотя бы одно из двух указанных условий не выполняется, то интеграл называется несобственным.
Несобственные интегралы являются обобщением определенных интегралов в случаях бесконечных промежутков интегрирования и (или) неограниченных функций.



Дадим определение несобственного интеграла первого рода (по неограниченному промежутку). Пусть функция f(x) определена и непрерывна на промежутке . Тогда  A > a функция f(x) непрерывна и, следовательно, интегрируема на отрезке [a, A], т. е. существует , зависящий от верхнего предела A. Возможны два случая: либо предел  существует, либо нет.



Определение. Несобственным интегралом с бесконечным верхним пределом интегрирования от непрерывной функции f(x) на промежутке  называется предел I(A) при , обозначаемый символом . Таким образом,

.					       (1)

Аналогично определяется несобственный интеграл с бесконечным нижним пределом интегрирования от функции f(x) на промежутке :

.                                (2)


Несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами интегрирования от функции f(x) на промежутке  обозначается  и определяется либо равенством

				                 (3)


(при независимом стремлении , ), либо равенством

                        (4)


в предположении существования обоих пределов справа, где c – любое число (это определение не зависит от выбора c). Здесь предполагается, что A и B стремятся к предельным значениям независимо друг от друга, т. е. «по разным законам». Если же A и B стремятся к предельным значениям «по одному закону», т. е.  , то имеем так называемый интеграл в смысле главного значения.
Если пределы в правых частях формул (1) – (4) существуют и конечны, то соответствующие несобственные интегралы называются сходящимися, если пределы не существуют или бесконечны – расходящимися.
Интегралы (1) – (4) называют также несобственными интегралами первого рода.




а                                                               б
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С геометрической точки зрения сходимость несобственного интеграла  означает, что неограниченная область между кривой  и прямыми x = a,  y = 0,  бесконечно вытянутая в направлении оси Ox, имеет конечную площадь S (рис. 1,а). Аналогичная геометрическая интерпретация имеет место для сходящихся несобственных интегралов (2) и (3).
Пример 1. Исследовать на сходимость интегралы:



1) ,      2) ,       3) .


Решение. 1) Функция  интегрируема в любом конечном промежутке [0, A] (A > 0)  и  .  

Отсюда   ,
т. е. несобственный интеграл сходится.

2) .

3) .
Следовательно, каждый из рассмотренных несобственных интегралов сходится.
Последний интеграл с геометрической точки зрения представляет собой конечную площадь бесконечной  (неограниченной) криволинейной трапеции, изображенной на рис. 1, б.


Пример 2. Исследовать на сходимость несобственный интеграл 
, .

Решение. Если , то 

.
Следовательно,



В случае  имеем

.



Итак, несобственный интеграл  сходится при  и расходится при .
[bookmark: _Toc240342191]ФОРМУЛА НЬЮТОНА–ЛЕЙБНИЦА
ДЛЯ НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ ПЕРВОГО РОДА
В последних примерах сначала вычислялся интеграл по конечному отрезку с помощью первообразной, а затем осуществлялся переход к пределу. Эти два этапа объединяются в основной формуле интегрирования Ньютона–Лейбница для несобственных интегралов первого рода.

В случае сходящегося интеграла  эта формула имеет вид

,                          (5)


где через  обозначен .

Пример 3. .





Пример 4. Интегралы ,  не существуют, так как двойные подстановки ,  не имеют смысла (функции cos x и sin x не имеют предела при ).

Несобственный интеграл сходится тогда и только тогда, когда существует конечный предел F(А) при .
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ВТОРОГО РОДА (ОТ НЕОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ)
[bookmark: _Toc240342195]ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕСОБСТВЕННОГО ИНТЕГРАЛА
ВТОРОГО РОДА




Пусть функция f(x) определена на промежутке [a, b) и не ограничена в левосторонней окрестности точки b (b – точка разрыва второго рода), т. е. . Пусть f(x) интегрируема на отрезке  для любого , т. е. существует интеграл  (зависящий от переменного верхнего предела интегрирования).


Определение. Несобственным интегралом от функции f(x), непрерывной в промежутке [a, b) и имеющей бесконечный разрыв в точке x = b, или несобственным интегралом второго рода, называется предел интеграла  при , если он существует:


, .			             (1)
Аналогично, если функция f(x) имеет бесконечный разрыв в точке x = a, то

.                               (2)

Если функция f(x) не ограничена в некоторой внутренней точке  отрезка [a, b], то несобственный интеграл на отрезке [a, b] определяется равенством

,  (3)




т. е. представляет собой сумму двух несобственных интегралов второго рода. В формуле (3) предполагается, что  и  стремятся к предельным значениям независимо друг от друга, т. е. «по разным законам». Если же  и  стремятся по одному закону:



,
то имеем несобственный интеграл второго рода в смысле главного значения. Если пределы в правых частях формул (1) – (3) существуют и конечны, то соответствующие несобственные интегралы от  функции, имеющей бесконечный разрыв в точке а, или b, или c, называются сходящимися, в противном случае – расходящимися. 





                  а                                         б                                           в
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Геометрически сходимость несобственного интеграла второго рода означает, что фигура, ограниченная кривой y = f (x), прямыми x = a, x = b,  и бесконечно вытянутая в направлении оси Oy  при  (, ), имеет конечную площадь S (рис.1, а–в соответственно).

Пример 1. Несобственный интеграл  (подынтегральная функция не ограничена в правой окрестности точки x = 0) сходится: 


 .



(Здесь используется правило Лопиталя:  )




Пример 2. Несобственный интеграл  сходится при  и расходится при . Действительно,  при 


 

при 

.



Аналогично устанавливается, что 
т. е. данный интеграл сходится при  и расходится при .
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Пусть функция f(x) непрерывна в [a, b) и не ограничена в левосторонней окрестности точки b, F(x) – какая-либо ее первообразная в [a, b). Тогда

,


[bookmark: _GoBack]где , так что сходимость несобственного интеграла равносильна существованию конечного предела .
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