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ПО ИЗВЕСТНЫМ ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЯМ
Пусть задано тело T, ограниченное замкнутой поверхностью. Допустим, что известна площадь любого его сечения плоскостью, перпендикулярной к некоторой прямой. Возьмем эту прямую в качестве оси абсцисс (рис. 1, а). Данные сечения будем называть поперечными. Положение любого поперечного сечения определяется абсциссой x точки его пересечения с осью Ox.
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При изменении x площадь S поперечного сечения будет изменяться, т.е. S является некоторой функцией от x. Обозначим ее S(x). Функцию S(x) будем считать непрерывной на отрезке [a, b], где a
и b – абсциссы крайних сечений тела T (крайние сечения могут вырождаться в точку).
Для вычисления объема V тела T снова применим алгоритм составления интегральной суммы и предельного перехода к определенному интегралу.
315
§ 9.2. Вычисление длины дуги кривой











1. Разделим отрезок [a, b] на n частичных отрезков точками   и обозначим , , . Через точки разбиения , , проведем плоскости, перпендикулярные к оси Ox. Очевидно, семейство плоскостей ,   разобьет данное тело T на слои. Толщина каждого слоя равна , .




2. Выберем на каждом частичном отрезке ,  произвольным образом точку  и найдем значения  функции S(x) в этих точках.




Допустим, что на каждом частичном отрезке  функция  постоянна и совпадает со значением . Тогда каждый слой тела T представляет собой цилиндр с основанием  и образующими, параллельными оси Ox. Объем такого частичного прямого цилиндра вычисляется по формуле

,

где  – высота частичного цилиндра.
Очевидно, объем V тела T приближенно равен объему фигуры, состоящей из n  частичных цилиндров (рис. 1, б):

.

Чем меньше диаметр разбиения отрезка [a, b  , тем точнее последнее приближенное равенство. Принимаем за точное значение искомого объема величину



(при этом предел не должен зависеть ни от способа разбиения [a, b], ни от выбора точек ).

Сумма  является интегральной суммой для непрерывной функции S(x) на отрезке [a, b]. Значит,

.


Итак, объем тела, заключенного между двумя плоскостями  x = a и x = b, в случае, если площадь сечения, проведенная перпендикулярно к оси Ox, является известной функцией от x:  , выражается формулой

.								(1)
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Важным частным случаем предыдущей задачи является задача определения объема тела вращения.


Рассмотрим на плоскости Oxy криволинейную трапецию aABb, ограниченную кривой , где  f(x)  – непрерывная однозначная функция при , осью Ox и  прямыми x = a, x  = b (рис. 3, а). Будем вращать эту трапецию вокруг оси Ox. Сечениями полученного тела плоскостями, перпендикулярными к оси Ox, являются круги, радиусы которых равны модулю ординат y = f(x) точек данной кривой. Значит, площадь сечения рассматриваемого тела в обозначениях предыдущего пункта есть

.
Из формулы (1) получаем формулу для вычисления искомого объема тела вращения:

.					      (2)
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Рис. 3
Объем тела, образованного вращением той же криволинейной трапеции вокруг оси Oy (рис. 3, б), выражается формулой

.



Действительно, за элемент  объема этого тела возьмем объем части тела, образованного вращением вокруг оси Oy прямоугольника со сторонами y и dx, расположенного на расстоянии x от оси Oy. Тогда элемент объема .  Отсюда .



Аналогично объем тела, образованного вращением вокруг оси Oy криволинейной трапеции cCDd, ограниченной кривой  , где  – непрерывная однозначная функция при , осью Oy и прямыми y = c и y = d (рис. 4, а) определяется по формуле

.						(3)
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Рис. 4


Пример 1. Найти объем тела (параболоида вращения), образованного вращением вокруг оси Ox фигуры, ограниченной параболой , осью Ox и прямой  (рис. 5, а).



Решение. По формуле (2)  , так что объем параболоида равен половине объема цилиндра, имеющего то же основание – круг радиусом  и ту же высоту x. 





Объем более сложного тела, образованного вращением вокруг оси Ox фигуры ABCD (см. рис. 4, б), ограниченной прямыми x = a, x = b и двумя кривыми , , где  – непрерывные неотрицательные функции, причем  , выражается формулой

.						(4)
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Рис. 5
Если кривая, ограничивающая трапецию, задана в другом виде – в параметрической форме, в полярных координатах и так далее, – то в данных формулах следует выполнить соответствующую замену переменной интегрирования.



Пример 2.  Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox одной арки циклоиды (рис. 5, б) , , .

Решение. Используя параметрические уравнения циклоиды, выполним подстановку в формуле (2) (имеем ):

=

.


Объем тела, образованного вращением сектора, ограниченного дугой кривой  и двумя полярными радиусами , вокруг полярной оси, выражается формулой

.							(5)

 (
Рис. 6
)Пример 3. Найти объем тела, образованного вращением кардиоиды  вокруг полярной оси.

Решение. В силу симметрии кардиоиды относительно полярной оси (рис. 6) достаточно рассматривать вращение ее верхней половины, отвечающей . 
По формуле (5):





.
[bookmark: _Toc240341863]ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДИ
ПОВЕРХНОСТИ ВРАЩЕНИЯ

Пусть в полуплоскости  параметрически задана кривая AB уравнениями



, , , 							(1)




где  и  – непрерывно дифференцируемые на  функции (рис. 1). Покажем, что площадь  поверхности, образованной вращением данной кривой AB вокруг оси Ox:

.						(2)

Введем сначала в качестве параметра длину дуги s, отсчитываемую от точки A со значением , и перейдем к представлению



,    . 				          (3)

Параметр s здесь изменяется от 0 до S, где S – длина всей кривой AB. Роль независимой переменной играет .

Рассмотрим задачу об определении площади  поверхности, полученной от вращения кривой AB вокруг оси Ox. 





Выделим элемент  кривой (рис. 1). Приближенно его можно принять за прямолинейный отрезок хорды  и вычислить соответствующий ему элемент площади  как площадь усеченного конуса с образующей  и радиусами основания y и .
Согласно известной формуле геометрии



.

Отбрасывая произведение  двух бесконечно малых, получим формулу

,

линейную относительно . Суммируя и совершая обычный для определенного интеграла переход, получим

,

где под y понимается функция  в (3).

  [image: ]
Рис. 1
Возвращаясь к общему параметрическому заданию (1) кривой AB и выполняя в последнем интеграле замену переменной
(см. разд. 8.7.2), получим

,
т.е. формулу (2).



В частности, пусть гладкая кривая задана явным уравнением  , где f(x) – однозначная непрерывно дифференцируемая функция при . Роль параметра t играет в этом случае x. Тогда площадь поверхности, образованной вращением этой кривой вокруг оси Ox, выражается формулой

.			(4)






В случаях, когда кривая лежит в полуплоскости  или функции  могут изменять знак, в формулах (2), (4) символы  и  заменяются на  и  соответственно.
При аналогичных условиях площадь поверхности, образованной при вращении кривой вокруг оси Oy, соответственно равна


  ,


, 




с аналогичной заменой  на  в случаях , .



Площадь поверхности, образованной при вращении вокруг полярного луча  кривой , , равна








(считаем, что  – непрерывно дифференцируемая на  функция). При этом же условии площадь поверхности, образованной  при вращении вокруг луча  кривой ,  , равна



.




Пример 1. Определить площадь поверхности шарового пояса[footnoteRef:1], т. е. поверхности, образованной вращением вокруг оси Ox дуги окружности , концы которой имеют абсциссы  и  (величина  называется высотой пояса). [1:  Часть шара, заключенная между двумя секущими параллельными плоскостями, называется шаровым слоем; шаровой пояс представляет собой кривую поверхность шарового слоя [7].] 



Решение. Имеем , , 






 ; по формуле (4)  , т. е. площадь поверхности шарового пояса равна произведению длины  окружности большого круга[footnoteRef:2] на высоту h пояса. [2:  Большим кругом называется круг, получаемый в сечении шара плоскостью, проходящей через центр шара. Такой круг делит шар и его поверхность пополам; радиус большого круга равен радиусу шара [7].] 




Пример 2. Найти площадь поверхности, образованной вращением одной арки циклоиды ,    вокруг оси Ox .


Решение. Имеем , 






   (в силу , ). По формуле (2)



.
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