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выражаемые равенствами

1. Если нижний и верхний пределы интегрирования равны , то интеграл равен нулю:

.


Данное свойство примем за аксиому, т. е. как определение интеграла . Последнее равенство следует рассматривать как распространение понятия определенного интеграла на «отрезок» [a, a]  нулевой длины (ранее определение определенного интеграла дано при условии ).
2. При перестановке пределов интегрирования определенный интеграл меняет знак на противоположный:

.










Интеграл  определен найден для случая . Если , свойство 2 рассматривают как дополнение к определению (доопределение) определенного интеграла. Свойство 2 можно пояснить следующим образом: определенные интегралы и  являются пределами интегральных сумм, различающихся лишь знаком. Это следует из того, что в случае   все числа  в разбиении  будут отрицательными (при  все ).


3. Если , то .

 Действительно, так как , то

.

4. Если функция f(x) интегрируема на отрезке [a, b], то и функция , где k – постоянная, также интегрируема на [a, b], причем


  ,
т.е. постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла.
 В самом деле, по определению

. 

5. Если функции f(x) и g(x) интегрируемы на [a, b], то  функция  также интегрируема на [a, b], причем

.

Доказательство также следует из определения интеграла. Совокупность свойств 4 и 5 называется свойством линейности. Из него следует, что определенный интеграл от линейной комбинации конечного числа интегрируемых на [a, b] функций  равен линейной комбинации определенных интегралов от слагаемых:



,

где  постоянные , так что такая линейная комбинация функций также интегрируема на [a, b] .



6. Если существуют интегралы  и , то существует также интеграл  (и обратно) и для любых чисел a, b, c

.
Сформулированное свойство называется аддитивностью определенного интеграла. 







 Действительно, предел интегральной суммы не зависит от способа разбиения отрезка [a, b] на частичные отрезки и от выбора . Это позволяет при составлении интегральной суммы включить точку c в число точек разбиения. Пусть , т. е.    . Тогда

.

Переходя к пределу при , имеем

.



Геометрическая интерпретация данного свойства (рис. 1, а): площадь криволинейной трапеции с основанием  равна сумме площадей криволинейных трапеций с основаниями  и . 
[image: ]


                          а                                                                  б
Рис. 1


Заметим, что точка c может принадлежать , а может и не принадлежать  – свойство 6 выполняется в обоих случаях.
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7. Если функция f(x) не меняет знак на , то определенный интеграл  сохраняет ее знак, т.е. если     , то 



,    ,  .






 Рассмотрим случай  . Так как   и , то интегральная сумма . Переходя к пределу в последнем равенстве, имеем . 




8. Если интегрируемые функции  и  удовлетворяют неравенству  , то  


, .
Данное свойство называется монотонностью определенного интеграла. 


 Действительно, так как  , то согласно свойствам 5 и 7 имеем


. 
Геометрическая интерпретация этого свойства (рис. 1, б): площадь криволинейной трапеции aABb не меньше площади трапеции aCDb.


С л е д с т в и е. Так как  , то 

.




9. Если функция f(x) интегрируема на  , то и функция  интегрируема на , и справедливо неравенство

.
 Свойство 9 доказано в следствии свойства 8. Приведем другое доказательство его. Исходя из неравенства для интегральных сумм




(так как , то все ) и переходя к пределам, получаем искомое неравенство. 






10. Если f(x) интегрируема на  и  , то  ,  .
Данное свойство дает оценку определенного интеграла.





 По условию  . Применяя свойство 8 к этим неравенствам, имеем . Согласно свойству 3, , следовательно, . 
[image: ]


а                                                                          б
Рис. 2
Геометрическая интерпретация этого свойства (рис. 2, а): если f(x) – непрерывная функция, m и M – ее наименьшее и наибольшее значение соответственно, то площадь криволинейной трапеции aABb ограничена площадью прямоугольника со сторонами (b–a) и m снизу и со сторонами (b–a) и M сверху.


11. Теорема 1 (о среднем значении для непрерывной функции). Если функция f(x) непрерывна на отрезке , то существует такая точка , что

,


т. е. определенный интеграл от непрерывной функции равен произведению значения подынтегральной функции в некоторой промежуточной точке  отрезка интегрирования  и длины b–a этого отрезка.



Число , определяемое по формуле , называется интегральным средним значением функции f(x) на отрезке .



 Известно, что непрерывная функция f(x) на отрезке  достигает своего наименьшего m и наибольшего M значений, т.е.  . Из данного неравенства на основании свойства 10 имеем

.

Разделив все члены двойного неравенства на , получим

.





Другими словами, число  находится между наименьшим и наибольшим значениями функции f(x). Поскольку непрерывная на отрезке  функция f(x) принимает все промежуточные значения, лежащие между m и M, в том числе и значение , то существует  такое, что . Значит,

,

откуда  .  
Геометрический смысл теоремы 1 (рис. 2, б): площадь криволинейной трапеции aABb равна площади прямоугольника aCDb с тем же основанием и некоторой средней ординатой MN в качестве высоты.
Следующая теорема обобщает предыдущую.







Теорема 2 (о среднем значении для интегрируемой функции). Пусть f(x) интегрируема в ( или ) и во всем этом промежутке . Тогда существует число  такое, что: 
а) ; б) .

 Если , то по свойству 10 будем иметь

.


Положив  , получим, что при таком выборе  выполняется и условие а), и равенство б).


[bookmark: _GoBack]Если , то выполняем то же рассуждение для , а затем, переставив пределы, получаем ту же формулу. 
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