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§ 5.15. Комплексная функция действительной…

Определенный интеграл определяется как предел интегральной суммы, т. е. как результат суммирования возрастающего числа бесконечно малых. Но непосредственное вычисление такого предела есть результат бесконечного процесса, который никогда не исчерпывается и не кончается. Заслуга основателей математического анализа – Ньютона и Лейбница – состоит в том, что они открыли способ (формула Ньютона–Лейбница) вычислять такие пределы точно (не приближенно) и фактически, т.е. «конечным образом, не прибегая ни к какому бесконечному процессу..., как это ни кажется невероятным с первого взгляда... . Формула Ньютона–Лейбница является величайшим открытием в математике для всех времен. Величайшая сила его заключается в том, что здесь бесконечный по существу процесс точного вычисления предела суммы возрастающего числа бесконечно умаляющихся слагаемых сразу заменяется конечным процессом отыскания первообразной, причем окончательный результат получается с абсолютной точностью... . 
Формула Ньютона-Лейбница связывает в одно целое два исчисления – дифференциальное и интегральное.
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Пусть функция  определена и ограничена на отрезке , . Разобьем  произвольным образом на n частичных отрезков точками  и обозначим это разбиение (т. е. эту конечную систему точек) через :

.




Пусть  – длина частичного отрезка , . На каждом таком отрезке произвольным образом выберем точку . Сумма








называется интегральной суммой Римана для функции  на отрезке , соответствующей данному разбиению  отрезка  и выбору точек  .



Длина  наибольшего частичного отрезка разбиения , т. е. число , называется диаметром разбиения или мелкостью разбиения.











Определение. Если существует конечный предел интегральной суммы   при , не зависящий от способа разбиения  отрезка  на частичные отрезки и выбора точек , то этот предел называют определенным интегралом (или интегралом Римана) от функции  на отрезке  (или в пределах от  до ) и обозначают символом .



Таким образом, . Символ слева читается: «интеграл от a до b функции f(x) по x». Это обозначение было введено Лейбницем. Символ является стилизованной буквой S – начальной буквой латинского слова Summa. Термин «интеграл» (от латинского integer – целый)  был предложен учеником Лейбница Иоганном Бернулли; сам Лейбниц сначала применял термин «сумма всех ». 


Если указанный предел существует, то функция f(x) называется интегрируемой на отрезке  (интегрируемой по Риману). При этом  называется подынтегральным выражением, f(x)  – подынтегральной функцией, x – переменной интегрирования, a и b – соответственно нижним и верхним пределами интегрирования.




В то время как  неопределенный интеграл  представляет собой некоторое множество ф у н к ц и й (совокупность всех первообразных  для функции f(x) на отрезке ), определенный интеграл  есть ч и с л о (зависящее от функции f(x) и пределов a, b). Определенный интеграл (как и интегральная сумма) не зависит от обозначения переменной интегрирования:

.
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Условия интегрируемости функции на отрезке  – это условия существования определенного интеграла . При определении его как предела интегральной суммы предполагалось, что функция  ограничена на отрезке .
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Покажем, что условие ограниченности функций на отрезке  является необходимым условием интегрируемости функций, т. е. справедлива следующая теорема.



Теорема 1.  Если  существует, то функция  ограничена на отрезке .
















 Действительно, если функция  является неограниченной на , то для любого разбиения  отрезка  на частичные отрезки , , ...,  найдется хотя бы один частичный отрезок , на котором функция будет неограниченной. В силу неограниченности функции  на отрезке  можно выбрать на нем точку  так, чтобы абсолютная величина произведения  была больше наперед заданного числа. Таким образом, при любом разбиении  отрезка  на частичные отрезки интегральная сумма  будет бесконечно большой по абсолютной величине, а следовательно, не существует конечного предела интегральной суммы при стремлении диаметра разбиения  к нулю, что противоречит условию теоремы. 

Ограниченность является необходимым, но не является достаточным условием интегрируемости функции на отрезке , т. е. что существуют функции ограниченные, но не интегрируемые.
[bookmark: _Toc240342175]Достаточные условия
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Они описывают классы функции, для которых определенный интеграл всегда существует.


Теорема 2. Если функция  непрерывна на отрезке [a, b], то она интегрируема на этом отрезке, т. е. существует .
Более широкий класс интегрируемых функций описывает следующая теорема.

Теорема 3. Если функция  ограничена на отрезке [a, b] и непрерывна на нем всюду, кроме конечного числа точек разрыва первого рода, то она интегрируема на этом отрезке.
Приведем теорему, описывающую еще один простой класс интегрируемых функций.

Теорема 4. Если функция  монотонна и ограничена на отрезке [a, b], то она интегрируема на  [a, b].
[bookmark: _Toc240342176]Геометрический и физический
смысл определенного интеграла
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Пусть функция  непрерывна на отрезке [a, b] и . Фигура, ограниченная графиком AB функции , прямыми  и осью Ox (рис. 1), называется криволинейной трапецией.






Интегральная сумма и ее слагаемые имеют простой геометрический смысл: произведение  численно равно площади прямоугольника с основанием  и высотой , а сумма  представляет собой площадь заштрихованной ступенчатой фигуры, составленной из таких прямоугольников и изображенной на рис. 1, а. Очевидно, что эта площадь зависит от разбиения  отрезка [a, b] на частичные отрезки и выбора точек .
[image: ]


                                 а                                                                б
Рис. 1



Чем меньше , тем площадь ступенчатой фигуры ближе к площади криволинейной трапеции. Принимая за точную площадь S криволинейной трапеции предел интегральной суммы  при :


,  ,
получим, что с геометрической точки зрения определенный интеграл от неотрицательной функции численно равен площади, соответствующей криволинейной трапеции.

[bookmark: _Toc240342178]В случае, когда f(x) меняет знак на [a, b], определенный интеграл  представляет собой алгебраическую сумму площадей фигур (криволинейных трапеций), составляющих данную криволинейную трапецию aABb, причем площади частей, расположенных выше и ниже оси Ox, берутся со знаком «+» и «–» соответственно (рис. 1, б).8.3.2. Физический смысл определенного интеграла








I. П у т ь. Пусть тело (точка) движется с переменной скоростью v(t), где t – момент времени, . За малый промежуток времени  тело приближенно проходит путь , где . Путь, пройденный за время от  до T, приближенно выражается интегральной суммой . Точное значение S пути равно , где .








II. М а с с а. Пусть отрезок материальной линии (нити, стержня) с переменной плотностью  имеет длину S, причем плотность задана как функция длины s линии от какого-либо ее конца до рассматриваемой точки: . Масса малого элемента линии длиной  приближенно равна , где . Масса всей линии приближенно равна интегральной сумме . Точное значение массы M всей линии длиной S есть , .











III. Р а б о т а. Пусть тело (материальная точка) движется по прямой от точки A к точке B под действием переменной силы, направление которой совпадает с направлением движения. Пусть s – путь, проходимый точкой, причем начальному положению A соответствует значение , а конечному B – значение s=S, и сила  задана как функция от s: .Обозначим через  абсолютную величину вектора . Работа силы на малом отрезке пути длиной  приближенно равна , где. Работа на всем пути  от A до B приближенно выражается интегральной суммой . Точное значение работы P силы  на пути от A до B равно .
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