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РАЗЛОЖЕНИЕ РАЦИОНАЛЬНОЙ ДРОБИ
НА ПРОСТЕЙШИЕ ДРОБИ
Существует  относительно немного классов функций, интеграл от которых выражается в конечном виде. Среди них особо важное место занимает класс рациональных функций. Во-первых, интегралы от рациональных функций важны сами по себе. Во-вторых, к таким интегралам приводятся интегралы от многих других выражений (иррациональных, тригонометрических и т.д.).
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Определение. Дробно-рациональной функцией или рациональной дробью  называется дробь, числителем и знаменателем  которой являются многочлены, т.е. всякая дробь вида 

.


Если степень многочлена в числителе больше или равна степени многочлена в знаменателе , то дробь называется неправильной. Если степень многочлена в числителе меньше степени многочлена в знаменателе , то дробь называется правильной.


Например,  – неправильная дробь,  – правильная дробь.
Во всякой неправильной дроби всегда можно выделить целую часть, т.е. всякую неправильную рациональную дробь можно представить в виде суммы многочлена (целой части) и правильной рациональной дроби.

,






где ,  – многочлен ;  – остаток (многочлен степени ), так что дробь  – правильная. Это представление достигается делением числителя на знаменатель по правилу деления многочленов «уголком».

Пример 1. Выделить целую часть дроби .
Решение. Деля «уголком» числитель на знаменатель, получим:

      


                 



.






Значит, целая часть , остаток , и справедливо представление  .






Значит, целая часть , остаток , и справедливо представление  .

Поскольку интегрирование многочлена сводится к табличному интегралу от степенной функции  и не представляет затруднений, интегрирование рациональных дробей сводится к интегрированию правильных рациональных дробей. В свою очередь интегрирование правильной рациональной дроби можно свести к интегрированию некоторых стандартных и простых дробей, так называемых простейших рациональных дробей.
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Простейшей или элементарной дробью называется правильная рациональная дробь одного из следующих четырех типов:



1)  ;                            2)     ;



3)  ;                  4)    .



Здесь A, a, p, q, M, N – действительные числа. Предполагается, что трехчлен  не имеет действительных корней, т. е. .
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НА ПРОСТЕЙШИЕ ДРОБИ



В курсе алгебры доказывается, что правильную рациональную дробь  можно представить в виде суммы конечного числа простейших рациональных дробей первого – четвертого типов. Для разложения  на простейшие дроби необходимо сначала разложить знаменатель  на линейные и квадратичные множители, для чего надо решить уравнение

.                         (1)


Предположим, что уравнение (1) решено и найдены его корни. Согласно основной теореме алгебры, уравнение   имеет ровно m корней с учетом их кратности. Корни уравнения (1) могут быть действительными (простыми или кратными) и комплексными (простыми или кратными). При разложении многочлена на линейные и квадратные множители следует учитывать, что:





1) если a является действительным простым корнем многочлена  , то  делится на  без остатка, т. е. ;




2) если a является действительным корнем кратности k многочлена , то  делится на  без остатка, т. е. ;






3) если комплексное число  является простым корнем многочлена , то его простым корнем является также комплексно-сопряженное число . В этом случае многочлен делится без остатка на  , т. е. ;




4) если комплексно-сопряженные числа  являются корнями многочлена  кратности k, то многочлен  представим в виде произведения .


Поэтому, полагая (для простоты) старший коэффициент многочлена  равным единице, можно записать разложение  в виде

,                              (2)




где k, ...s, ... – натуральные числа. Причем  соответствует действительному корню a кратности k многочлена , а множитель  – паре его комплексных сопряженных корней кратности  s , k +...+ 2s + ... = m.
Имеет место следующая теорема алгебры.


Теорема 1. Правильную рациональную дробь , где ..., можно единственным образом разложить на сумму простейших дробей:



            (3)

( – некоторые действительные числа).


Согласно разложению (3) линейным множителям знаменателя  соответствуют простейшие дроби первого и второго типов, а квадратичным множителям –  третьего и четвертого типов. При этом число простейших дробей, соответствующих данному множителю (линейному или квадратичному), равно степени, с которой этот множитель входит в разложение знаменателя дроби. Формула (3) разложения правильной рациональной дроби на простейшие дроби справедлива для любого конечного числа линейных и квадратичных множителей, входящих в разложение знаменателя .



Таким образом, каждому множителю вида из разложения (2) знаменателя  правильной дроби  будет соответствовать сумма из k простейших дробей вида

                                (4)



в разложении (3) самой дроби , а каждому множителю вида  из разложения (2) знаменателя  отвечает сумма s простейших дробей вида

               (5)

в разложении (3) дроби .

Приведем примеры разложения правильной дроби по формуле (3), не вычисляя коэффициенты  в числителях простейших дробей.
Пример 2


1) 
;

2) ;

3) .



Так как в числителях группы дробей (4) содержится k коэффициентов , а в числителях группы дробей (5) – 2s коэффициентов , то в силу равенства  всего коэффициентов будет m. 
Для определения коэффициентов разложения (3) чаще всего применяют метод неопределенных коэффициентов и метод частных значений.
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Метод неопределенных коэффициентов состоит в следующем. Пусть дано разложение правильной рациональной дроби  по формуле (3) на простейшие дроби с неопределенными буквенными коэффициентами в числителях справа. Приведем простейшие дроби к наименьшему общему знаменателю. Этим общим знаменателем будет, очевидно, . Складывая простейшие дроби, получаем правильную дробь, тождественно равную дроби слева в (3). Опуская справа и слева знаменатель , приравняем многочлен, получившийся в числителе справа, многочлену .
Для тождественного равенства двух многочленов необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты при одинаковых степенях  x  этих многочленов были равны. Учитывая это, приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях  x  в левой и правой частях полученного тождества. Коэффициентами при различных степенях x многочлена справа будут линейные функции относительно m искомых буквенных коэффициентов.


Получаем систему m линейных алгебраических уравнений для нахождения m неизвестных коэффициентов  .

Пример 3. Разложить рациональную дробь  на простейшие дроби.
Решение. В силу теоремы 1 справедливо разложение


с неизвестными коэффициентами A, B, C, D, E. Приводя правую часть к наименьшему общему знаменателю (равному знаменателю слева) и приравнивая числители в обеих частях, получим для определения коэффициентов A, B, C, D, E тождество 

.
Раскрываем справа все скобки и приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях  x  в обеих частях:
	

	
,

	

	
,

	

	
,

	

	
,

	

	
.


Решая эту систему из пяти уравнений, найдем: 

.
Окончательный результат:

.
Заметим, что разложение на простейшие дроби было введено Лейбницем, а определение числителей простейших дробей с помощью метода неопределенных коэффициентов предложено Иоганном Бернулли, одним из учеников Лейбница.
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При нахождении неопределенных коэффициентов вместо того чтобы сравнивать коэффициенты при одинаковых степенях  x, можно дать переменной x несколько частных значений (по числу неопределенных коэффициентов) и получить таким образом систему уравнений относительно неопределенных коэффициентов. Особенно выгодно применять этот метод в случае, когда корни знаменателя рациональной дроби  просты и действительны. Тогда оказывается удобным последовательно полагать  x равным каждому из корней знаменателя.

Пример 4. Разложить рациональную дробь  на простейшие дроби.
Решение. По формуле (3) имеем

.
Приведя правую часть к общему знаменателю и опуская его, получим

.


Придавая x в обеих частях последнего равенства последовательно частные значения, равные корням знаменателя , , находим:


Окончательно

.
Иногда для нахождения неопределенных коэффициентов удобно применять комбинацию указанных выше методов, т. е. придавать x ряд частных значений и приравнивать коэффициенты при некоторых степенях  x.
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Получим формулы для интегралов от простейших дробей четырех типов.
Простейшие дроби первого и второго типов интегрируются непосредственно с помощью основных правил интегрального исчисления:

    ;            (1)



                                            (2)
Интеграл от простейшей дроби третьего типа приводится к табличным интегралам, например, выделением в числителе дифференциала знаменателя и приведением знаменателя к сумме квадратов:







.    (3)
Или с помощью выделения в знаменателе полного квадрата с последующей заменой переменной (основание полного квадрата обозначают новой переменной).
Интеграл от простейшей рациональной дроби четвертого типа 

 





вычисляется с помощью замены переменной , откуда :  , где . Тогда 



.                  (4)

Интеграл  вычисляется посредством подведения под знак дифференциала:

.

Вычислим интеграл . Представим его в виде

.

Замечая, что , получаем

.                                  (5)

Для вычисления интеграла  воспользуемся методом интегрирования по частям:





.
Подставляя найденное выражение в формулу (5), имеем 

.                      (6)




Формула (6) является рекуррентной. Вообще, формула для определения какой-либо величины , зависящей от натурального n, называется рекуррентной, если  выражается через предыдущую величину  (или через некоторое количество предыдущих величин ).
Зная табличный интеграл

,                              (7)


по формуле (6) при  можно найти интеграл  и т.д. Действительно,





Затем остается только вернуться к переменной x, полагая ,  , . 
Интегрирование дроби четвертого типа закончено. 
Таким образом, вопрос об интегрировании простейших дробей полностью решается: получены формулы для интегрирования всех четырех типов простейших дробей.
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Суммируя  вышесказанное, получаем следующее
Правило интегрирования рациональных дробей. Для того чтобы проинтегрировать рациональную дробь, необходимо выполнить определенные действия.


1. Если рассматриваемая рациональная дробь  – неправильная , надо представить ее в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби:

,


где ;  – многочлен.


2. Если рассматриваемая рациональная дробь  – правильная , нужно представить ее в виде суммы простейших рациональных дробей.
3. Интеграл от рациональной дроби представить в виде суммы интегралов от целой части и от соответствующих простейших дробей и вычислить эти интегралы.
Из последних формул следует, что интеграл от любой рациональной функции выражается в конечном виде с помощью рациональной функции, логарифма и арктангенса.

Пример 1. Вычислить .
Решение. Учитывая уже полученное (см. выше) разложение подынтегральной функции на простейшие дроби, имеем:

.              (1)
Первый интеграл справа (от простейшей дроби первого типа):

,
а второй интеграл справа (от простейшей дроби третьего типа:

.




Третий интеграл справа в (1) (от простейшей дроби четвертого типа) вычисляем по формулам (4), (6), (7) (имеем  , , ):

,

,

,

.

Учитывая, что , получаем 

.
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