
[bookmark: _Toc240342521]ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ИНТЕГРИРОВАНИЯ
И ТАБЛИЦА ОСНОВНЫХ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ. ИНТЕГРАЛЫ,
НЕ ВЫРАЖАЮЩИЕСЯ ЧЕРЕЗ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ
ФУНКЦИИ
Свойства 1–6 неопределенного интеграла образуют основные правила интегрального исчисления.
Приведем основные правила интегрирования функций.

I.. 

II. . 

III. .

IV. .  


V. .



VI. Если  и  – дифференцируемая функ-
ция, то.


В частности, если , то .
Так как интегрирование есть действие, обратное дифференцированию, то большинство из приводимых формул может быть получено обращением соответствующих формул дифференцирования.


Другими словами, таблица основных формул интегрирования получается из таблицы производных элементарных функций при обратном ее чтении (справа налево), т. е. если   или в общем случае:


если ,  то  .                                        (1)
Используя правило (1), из таблицы основных производных получаем следующую таблицу основных неопределенных интегралов.


1.  .


2. .
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8. .
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11. .

12. .


13.   .


14.   .



15.  , .



16.   , .

17. .

18. .
Интегралы 1–18 называются табличными.
Некоторые из приведенных выше формул таблицы интегралов, не имеющие аналога в таблице производных, проверяются дифференцированием их правых частей.



Поясним формулу 4 в приведенной выше таблицы. Она справедлива в любом интервале, не содержащем нуля. Если этот интервал справа от нуля, т.е. , то из формулы  следует

.                                               (2)


Если же интервал слева от нуля, т. е. , то имеем , откуда

.									 (3)
Формула 4 в таблице как раз объединяет формулы (2) и (3).

Подчеркнем, что все формулы 1–18 таблицы основных интегралов остаются справедливыми, если символ x независимой переменной всюду в этих формулах заменить на символ  функции от независимой переменной. Это следует из инвариантности формул интегрирования. Такой прием позволяет существенно увеличить  возможности применения таблицы  основных интегралов.




Пример 1. Положим . Имеем . С другой стороны,  . Отсюда получаем формулу

,
которую можем добавить к таблице известных интегралов.
Сравним правила дифференцирования и обратные им правила интегрирования.
	Правила дифференцирования
	Правила интегрирования

	
1. .

2. .

3. .

     .

4. ,


   ,
        .

5. .
	
1. .

2. .


3. ,
         
          (интегрирование по частям).

4. .


5. 
         .



Используя описанную замену x на произвольную дифференцируемую функцию u(x), соотношение (1) и основные правила интегрирования функций, мы можем продолжать таблицу интегралов неограниченно. В связи с этим может показаться, что вычисление неопределенного интеграла – несложное дело.

Однако ситуация очень существенно меняется, если требуется найти первообразную (неопределенный интеграл) для заданной функции  f(x). Можно вычислять производные многих функций и не найти такой функции F(x), для которой .
Задача интегрирования осложняется следующим фактом: первообразные элементарных функций не являются, вообще говоря, элементарными функциями. Поясним этот важный момент подробнее.
Многообразие функций, к которым в первую очередь применяется математический анализ, – это элементарные функции. Напомним, что элементарными функциями являются основные элементарные функции (степенная, показательная, логарифмическая, тригонометрические и обратные тригонометрические функции), а также функции, которые выражаются через основные элементарные функции с помощью конечного числа арифметических действий и суперпозиций.
Все такие функции дифференцируемы и их производные принадлежат к тому же многообразию, т.е. производные элементарных функций также являются элементарными функциями. Существенное отличие задачи вычисления неопределенного интеграла от задачи дифференцирования состоит в том, что интеграл от элементарной функции сам классу элементарных функций может не принадлежать, т. е. может не выражаться через элементарные функции с помощью конечного числа упомянутых операций. Примеры таких интегралов будут даны ниже.

Если первообразная F(x) функции f(x) является элементарной функцией, то говорят, что интеграл  выражается в элементарных функциях или f(x)  интегрируема в конечном виде. Табличные интегралы 1–18 как раз представляют собой примеры функций, интегрируемых в конечном виде.


Рассмотрим, например, два интеграла  и .
Первый интеграл не выражается в конечном виде, а второй легко вычисляется (с помощью метода интегрирования по частям или подведения под знак дифференциала):


 (где ).
Таким образом, в интегральном исчислении имеются два основных вопроса.
Первый вопрос. Существует ли первообразная у заданной функ-
ции  f(x)? Ответ на него дает теорема 1: у всякой непрерывной на отрезке [a, b] функции  f(x) действительно имеется первообразная F(x). 
Второй вопрос. Как найти для заданной функции f(x) ее первообразную F(x)?  В отличие от дифференциального исчисления, где, пользуясь таблицей производных и правилами дифференцирования, можно найти производную или дифференциал любой заданной функции, в интегральном исчислении нет общих приемов вычисления неопределенных интегралов, а разработаны лишь частные методы или приемы, позволяющие свести данный интеграл к табличному.
Эти частные методы целесообразны и достаточны для разнообразных частных классов подынтегральных функций  f(x).


Если функция f (x) интегрируема в конечном виде, т.е. интеграл  выражается в элементарных функциях, то этот интеграл называется также берущимся. В противном случае интеграл  называется неберущимся.
Приведем примеры интегралов, не выражающихся через элементарные функции, т.е. неберущихся интегралов:

 – интеграл Пуассона,

 – интегральный синус,

 – интегральный косинус,

 – интегральный логарифм,


  ,


,   – интегралы Френеля,

 – эллиптический интеграл первого рода,

 – эллиптический интеграл второго рода.
Каждый из приведенных выше интегралов представляет собой функцию, не являющуюся элементарной. Все эти интегралы реально существуют (как интегралы от непрерывных в соответствующем интервале функций), но они не приводятся к элементарным функциям, т.е. представляют собой совершенно новые функции.




[bookmark: _GoBack]Дробные выражения , ,  также не интегрируются в конечном виде. С помощью интегрирования по частям они сводятся по рекуррентным формулам к функциям  соответственно.
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