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Напомним определение монотонных функций.







Определение. Пусть функция f(x) определена в некоторой области . Функция называется возрастающей (убывающей) в этой области, если  и  из   . Если из  , то функция называется неубывающей (невозрастающей).
Функции всех данных типов имеют общее название монотонных.
Существует тесная связь между характером монотонности функции и знаком ее производной.



Теорема 1. Для того чтобы дифференцируемая на (a, b) функция f(x) не убывала (не возрастала) на этом интервале, необходимо и достаточно, чтобы   для всех .

Для того чтобы функция f(x) была возрастающей (убывающей) на этом интервале, достаточно, чтобы .
Иначе говоря:

1)  f(x)  не убывает на (a, b) ;

2)  f(x)  возрастает  на (a, b) ;

3)  f(x)  не возрастает  на (a, b) ;

4)  f(x)  убывает на (a, b) .
 1. Докажем теорему для случая неубывающей функции.






Небходимость. Пусть f(x) не убывает на . Тогда  при     .


В случае  имеем  и получаем тот же результат.







Достаточность. Пусть . Тогда по теореме Лагранжа (см. § 5.9) имеем . Так как , то : , т. е.  f  не убывает на . 







2. Приведем доказательство для случая возрастающей функции. Пусть  на . Тогда  имеем  и поэтому , т. е. f(x) возрастает на . 
Заметим, что условия теоремы для возрастающей и убывающей функции являются достаточными, но не необходимыми. Поясним это на примере.







Пример 2. Функция  возрастает на (–1; 1), но  и .Если вспомнить, что производная представляет собой угловой коэффициент касательной к графику функции, то геометрический смысл теоремы состоит в следующем: касательная к графику возрастающей  на  функции () составляет острый угол с осью Ox ; касательная к графику убывающей на функции () образует тупой угол  с осью Ox.
В отдельных точках касательная может быть горизонтальной, что соответствует обращению производной в нуль.

Пример. Найти интервалы возрастания и убывания функции .
Решение. Вычислим производную:


.











Поскольку , значит, , если , т.е. при . В точках  и  имеем . Для всех других x имеем . Следовательно, f(x) возрастает при  и убывает при  .
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Если функция f(x), непрерывная в промежутке , не является в нем монотонной, то найдутся точки, разделяющие интервалы возрастания и убывания. Они играют важную роль при исследовании функции. Для функции y = f(x) с графиком на рис. 1 на отрезке   такой точкой является, в частности, точка , отделяющая интервал возрастания f(x)  от интервала убывания  функции. При этом, очевидно, найдутся такие части  промежутка , в которых наибольшее и наименьшее значения функции f(x)  достигается между  и , т. е. во внутренней точке части . Таким частям на графике функции отвечают «горбы» и «впадины». В частности, из рисунка видно, что , для точек x которой .
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Рис. 1

Пусть – внутренняя точка промежутка, в котором определена функция f(x).





Определение. Точка  называется точкой локального максимума (минимума) функции f(x), если существует такая -окрестность  точки , что  выполняется неравенство


  .      (1)

Значение  называют локальным максимумом (минимумом) функции и обозначают 


   .
Точки максимума или минимума функции называются точками экстремума функции, а максимумы и минимумы функции называются экстремумами функции. При наличии в (1) строгого неравенства говорят о строгом локальном максимуме (минимуме).
Из приведенных определений видно, что локальные экстремумы функции имеют локальный характер – это наибольшее и наименьшее значения функции по сравнению с близлежащими ее значениями.





Возможен случай, когда максимум функции на  меньше ее минимума, если функция  f(x) на  имеет несколько максимумов и минимумов. Например, на рис. 1 точки являются точками минимума функции f(x), а  – точками ее максимума, но .


Определение. Наименьшее и наибольшее значения функции на  в отличие от локальных ее экстремумов называют абсолютными минимумом и максимумом функции f(x) и обозначают .

Для функции, график которой изображен на рис. 1, абсолютным минимумом будет значение , абсолютным максимумом – значение f(b).
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Теорема 2. Пусть функция  f(x) определена в некотором промежутке X и во внутренней точке достигает локального экстремума. Тогда ее производная в этой точке либо равна нулю, либо не существует.




 Пусть f(x) в точке  достигает максимума. Тогда существует  такая, что  . 





При  , при   

Если пределы левых частей этих неравенств при  существуют, то:

,				(2)

.				(3)








Если обе производные функции  в точке  равны нулю, то существует . Если  хотя бы одна из производных  и  отлична от нуля, то в силу (2), (3) имеем  и производная  не существует, так как в случае существования  пределы в (2), (3) должны совпадать.

Аналогично рассматривается случай, когда  – точка минимума.



Геометрический смысл теоремы  заключается в следующем: в точках экстремума функции f(x)  касательная к ее графику параллельна оси абсцисс, если существует  (рис. 2, а); существуют не совпадающие левая и правая касательные, если  (рис. 2, б); касательная параллельна оси ординат, если бесконечна (рис. 2, в).


     


                       а                                                                       б



в
Рис. 2

Точки, в которых производная функции  обращается в нуль или не существует, называются критическими точками (или критическими точками первого рода). Это точки, «подозрительные» на экстремум, или точки возможного экстремума.

Точки, в которых производная функции  обращается в нуль, называют стационарными.

Таким образом, множество критических точек представляет собой сумму (теоретико-множественную) множества стационарных точек и множества точек, в которых производная  не существует.






Подчеркнем, что теорема 1 дает лишь н е о б х о д и м ы й признак существования экстремума: точка может быть критической или стационарной точкой функции f(x), но при этом не являться точкой ее локального экстремума. Поведение функции в окрестности подобных точек иллюстрирует рис. 3. Он отвечает случаям, когда точка   является критической, но экстремума в ней нет: (а) точка  – стационарная (производная существует и равна нулю); (б) точка  – критическая (производная  в этой точке не существует, а касательная к графику в точке  вертикальна).


      
                             а                                                                   б
Рис. 3




Пример. Для функции  точка  является критической (и стационарной), поскольку  и . Но в окрестности этой точки f(x) возрастает и x = 0 не является точкой локального экстремума (график типа а на рис. 3).



Для обратной функции  точка  – критическая (производная  в ней не существует), но она не является точкой локального экстремума, так как в ее окрестности функция f(x) возрастает (график типа б на рис. 3).
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Выяснить, какая из критических точек функции будет точкой ее локального экстремума, можно с помощью трех достаточных признаков существования экстремума функции.



Теорема3. (первый достаточный признак существования экстремума функции). Пусть  – критическая точка функции f(x), непрерывной в  и дифференцируемой в  .


а) Если  при переходе через точку  меняет знак с «+» на «–», т.е. если


 и ,

то f(x) имеет в точке  локальный максимум.


б) Если  при переходе через точку  меняет знак с «–» на «+», т.е. если


 и ,

то  – точка локального минимума функции f(x).



Если же  при переходе через точку  не меняет знак, то  не является точкой локального экстремума.
 Рассмотрим случай а). Тогда

 

,

т. е. точка  является точкой локального максимума.
Аналогично рассматривается случай б) и доказывается существование точки локального минимума.



Если  сохраняет знак в окрестности точки , то в этой окрестности функция монотонна, т.е. точка  не является точкой локального экстремума. 
На рис. 4 приведена геометрическая иллюстрация точки локального максимума (а) и минимума (б). 








Подчеркнем, что требование непрерывности f(x) в  является существенным. Например, функция  дифференцируема в  и производная  меняет знак с «+» на «–» при переходе через точку  (рис. 5). Однако  не является точкой локального максимума f(x), так как значение  f(x) в точке   не ограничено ( – точка разрыва).
[image: ]


                              а                                                                      б
Рис. 4


Рис. 5


Пример. Найти локальные экстремумы функции  .














Решение. , функция и ее производная  [image: ] непрерывны на R. Решая уравнение , находим критические точки x = 1, x = –1, . Эти точки разбивают ось x на 4 интервала: , , , . Определим знак  в этих интервалах (по методу интервалов) (рис. 6, а). Следовательно, имеем локальный минимум f(x) в точке  со значением  и максимум в точке  со значением . В точке x = –1 экстремума нет (рис. 6, б).
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Теорема 4.  (второй достаточный признак существования экстремума функции). Пусть  – стационарная точка функции f(x), дважды дифференцируемой в . Тогда если , то  является точкой локального минимума f(x). Если же  , то  – точка локального максимума.







 Пусть выполнены условия теоремы  и . Тогда  в   возрастает, но , следовательно, в   меняет знак с «–» на «+» (см. рис. 4, б). Согласно теореме 2 точка  является точкой локального минимума функции f(x).







Если , то  в  убывает, но , следовательно, в  производная функции  меняет знак с «+» на «–» (см. рис. 4, а). Тогда согласно теореме 2 точка  является точкой локального максимума функции f(x). 



Заметим, что второй признак имеет, вообще говоря, более узкую область применения по сравнению с первым признаком. Например, он неприменим к тем точкам, где производная  не существует (тогда в этих точках не существует и вторая производная ). Второй признак также оставляет вопрос открытым, когда  обращается в нуль. Ответ на вопрос тогда зависит от поведения высших производных и дается с помощью формулы Тэйлора.




Пример. Найти локальные экстремумы функции .














Решение. Вычисляем первую производную:  . Условие  дает , откуда находим стационарную точку x = –1. Приравнивая нулю знаменатель , находим критическую точку x = 0. Вычисляем вторую производную: . Имеем , значит,  x = –1 – точка локального максимума. В точке x = 0  , как и , не существует. Поэтому второй признак здесь неприменим. Используем первый признак. Очевидно, если [image: ], где  – достаточно малое число, то ; если , то . Следовательно, производная меняет знак с «–» на «+» при переходе через x = 0, и эта точка – точка локального минимума (рис. 7), причем .
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Рис. 7

Пример . Найти точки локального экстремума функции .
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