
[bookmark: _Toc240343078]Теоремы Ферма, Ролля и теоремы
о среднем значении (Лагранжа, Коши)
Доказанные теоремы играют важную роль в вопросах математического анализа и лежат в основе приложений дифференциального исчисления ко многим практическим вопросам: приближенные вычисления, отыскание пределов, исследование свойств функций и т.п.
[bookmark: _Toc240343079]Теорема Ферма

Теорема 1 (Ферма). Пусть функция  удовлетворяет условиям:

а) определена в некотором промежутке X и во внутренней точке  этого промежутка принимает наибольшее или наименьшее значение;


б) существует конечная производная  в точке .

Тогда   .


 Пусть для определенности в точке  функция  принимает наибольшее значение. Тогда



,  или .





Если приращение , то  , если же , то . Так как по условию теоремы существует конечная производная , то из полученных неравенств и порядковых свойств предела функции следует:


,  .


Два последних соотношения выполняются одновременно при условии, что , а это и требовалось доказать. Случай наименьшего значения функции в точке  рассматривается аналогично. 



Замечание. Обращение в нуль производной  геометрически означает, что в соответствующей точке  графика функции  касательная параллельна оси абсцисс.


Для доказательства теоремы существенно условие, что  – внутренняя точка промежутка, так как рассматривались точки, лежащие как слева, так и справа от .
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Теорема Ролля

Теорема 2 (Ролля). Пусть функция  удовлетворяет условиям:

1) определена и непрерывна на отрезке ;

2) дифференцируема на интервале ;

3) .


Тогда существует хотя бы одна точка  такая, что .
 Известно, что непрерывная на отрезке функция принимает на этом отрезке свои наибольшее  M и наименьшее m значения (см. теорему 2, § 4.10). Возможны два случая.






1) , тогда  постоянна и  для любого , т. е. в качестве точки  можно взять любую точку интервала .






2) . Тогда из условия  следует, что хотя бы одно из двух значений M или m  функция принимает в некоторой внутренней точке . Например, . Таким образом, функция удовлетворяет всем условиям теоремы Ферма, из которой следует, что , что и требовалось доказать.
Замечание 1. Геометрически теорема Ролля означает, что у графика функции, удовлетворяющей условиям теоремы, существует хотя бы одна точка, в которой касательная параллельна оси абсцисс (рис. 1).Рис. 1

Замечание 2. Все условия теоремы Ролля существенны, т. е. если не выполняется хотя бы одно из них, то вывод теоремы может быть нарушен. На рис. 2 приведены эскизы графиков функций, для каждой из которых нарушено одно из условий теоремы Ролля.
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Рис. 2






Для первой функции (рис. 2, а) не выполнено условие непрерывности на ; для второй (рис. 2, б) – условие дифференцируемости на , производная  не существует; для третьей функции . Очевидно, что в каждом из случаев не существует точки  такой, что .





Замечание 3. Условия теоремы Ролля  являются достаточными, но не необходимыми, т. е. вывод теоремы может быть получен и при нарушении какого-либо из условий 1–3. Например, для функции  на отрезке  не выполнено условие , тем не менее существует точка  такая, что .
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[bookmark: _GoBack]Теорема Лагранжа.
Формула конечных приращений

Теорема 3 (Лагранжа). Пусть функция  удовлетворяет условиям:


1)  непрерывна на отрезке ;


2)  дифференцируема на интервале .

Тогда существует хотя бы одна точка  такая, что 

.						(1)
 Составим вспомогательную функцию

.








Функция  непрерывна на , как сумма непрерывных на  функций, дифференцируема на , как сумма дифференцируемых на  функций и . Итак, удовлетворяются все условия теоремы Ролля для  на , причем

.




По теореме Ролля найдется  такая, что , т. е.  . 
Выясним геометрический смысл теоремы Лагранжа (рис. 3). Запишем формулу (1) в виде Рис. 3


.



Дробь в левой части равенства есть угловой коэффициент хорды AB, а  – угловой коэффициент касательной к кривой   в точке . Равенство этих величин означает, что существует, по крайней мере, одна точка на дуге АВ, в которой касательная параллельна хорде AB.

В теореме Лагранжа, как и в теореме Ролля, оба условия существенны.
Формулу (1) называют формулой Лагранжа или формулой конечных приращений.

Теорема Ролля является частным случаем теоремы Лагранжа, если в последней положить .


Положим в формуле Лагранжа , . Тогда она примет вид

.							(2)
[bookmark: _Toc240343082]Теорема Коши
Обобщением теоремы Лагранжа является теорема Коши.


Теорема 4 (Коши). Пусть функции и  удовлетворяют следующим условиям:
1) 
непрерывны на отрезке ;
2) 
дифференцируемы в интервале ;
3) 

производная  .

Тогда существует, по крайней мере, одна точка  такая, что

.							(3)
 Составим вспомогательную функцию

.








Заметим, что , иначе для функции  на  выполнялись бы все условия теоремы Ролля и тогда нашлась бы точка , в которой , что противоречит условию 3 теоремы Коши. Нетрудно убедиться, что функция  удовлетворяет всем трем условиям теоремы Ролля, следовательно, существует точка  такая, что .




,  . 
Формула (3) носит название формулы Коши или обобщенной формулы конечных приращений.
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