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Поведение функции  при  можно оценить с помощью другой, более простой или более изученной функции , которая в окрестности точки  заменяет значение изучаемой функции  с малой относительной ошибкой. Для подобных оценок используются так называемые асимптотические соотношения (асимптотические формулы), описывающие поведение данной функции  через известную функцию  при . При этом используются символы о-малое и О-большое (здесь о – буква, не нуль), введенные П. Бахманом (1894 г.) и Э. Ландау (1909 г.), и знак ~ – эквивалентности, введенный П. Дюбуа-Реймоном (1870 г.).




Пусть и  определены в окрестности точки , может быть, за исключением самой точки .




Определение. Говорят, что функции и  эквивалентны при , если .


Обозначение:  при . 




Например,  при ,  при  






Определение. Если , , то говорят, что и  имеют один порядок при . При этом используется обозначение .

 Очевидно, что в этом случае .





Определение. Если , , то говорят, что функция имеет порядок m по сравнению с функцией  при . 





Определение. Если  , то  называют «о-малой» по сравнению с  при .

Обозначение: .
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1. Все приведенные определения используются  и в случае замены  на .


2. Если  не существует, то говорят, что функции не сравнимы между собой при .
3. Обычно сравниваются бесконечно малые или бесконечно большие функции. При этом используется следующая терминология.






Пусть  – бесконечно малые (бесконечно большие) функции при . Если , то   и  – эквивалентные бесконечно малые (эквивалентные бесконечно большие) при .





Если , , то  и  – бесконечно малые одного порядка малости (бесконечно большие одного порядка роста) при .




Если , то  – бесконечно малая более высокого (высшего) порядка малости по сравнению с при .
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Теорема 1. Для того чтобы  функции  и  были эквивалентными при , необходимо и достаточно, чтобы их разность была «о-малой» по сравнению с (или с ) при .










 Необходимость. Пусть , тогда . Пусть . Вычислим   . Но это и означает, что  при . Для  доказательство аналогично.









Достаточность. Пусть теперь дано, что  , т. е. . Тогда  , а это и означает, что  при . Аналогично для функции . 







Определение. Если в сумме функций  и  функция  – о-малая по сравнению с  при  (), то функция  называется главной частью суммы (главным членом).



Главная часть суммы эквивалентна всей сумме  , так как .




Пример 1. Пусть . Найти главную часть  при  и при .
Решение





а) Так как  при , то  – главная часть  при . 





б) Так как  при , то  – главная часть  при .
Свойство эквивалентности функций применяется при отыскании пределов.



Теорема 2. Если  при  (или ), то:

а) ,

б) ,

в) .
 Докажем первое утверждение.



.
Утверждения б), в) доказываются аналогично. 
Таким образом, при вычислении пределов эквивалентные функции взаимозаменяемы.
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Функции  и , эквивалентные при , называют также асимптотически равными при .

Теорема 3. При  имеет место следующая цепочка асимптотических равенств бесконечно малых функций:

,
а также асимптотические формулы:

.

При  имеют место следующие асимптотические равенства:

,

.
 При доказательстве будем пользоваться первым и вторым замечательными пределами, а также непрерывностью основных элементарных функций.

 в силу первого замечательного предела.


Так как , то .






Докажем, что  при , используя при вычислении предела замену  и непрерывность функции  ( при ):

.



Доказательство для  выполняется аналогично. При выводе эквивалентности  при  используем непрерывность логарифмической функции и второй замечательный предел:

.





С помощью последнего асимптотического равенства и замены  докажем, что  при ( при ):

.



Используя последний результат и представление , вычислим предел  при .







Покажем, что  при . Для доказательства положим  (при  и ). Логарифмируя равенство , найдем  и применим это соотношение для вычисления предела от дроби

.
Переходя к пределу, получим

.

Докажем асимптотические равенства при , используя непрерывность степенной функции:




 . Итак,  при .





Замечание. Если функция  – бесконечно малая при  (или ), то при  () справедливы аналогичные асимптотические равенства (или эквивалентности):


 ,

.

Пример 2. Найти .




Так как  при , то   .

Пример 3. Найти .


При  имеет место эквивалентность .

.
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Пусть функция  положительна в некоторой окрестности точки .




Теорема 4. Если , , , то  .

 Преобразуем показательно-степенную функцию , перейдя к основанию  e:

.
Вычислим предел от полученного выражения, используя свойство непрерывности показательной и логарифмической функций:

. 



















Таким образом, вычисление предела показательно-степенной функции свелось к вычислению предела произведения . Для этого произведения возможны неопределенности  или , что приводит к трем видам неопределенностей для функции . Неопределенность  для выражения  означает, что , а , т. е.  или  при . Неопределенность  для произведения  означает, что ,, т. е.  при . Получаем неопределенности вида  .

Пример 4. Найти предел .



Так как , , для нахождения предела необходимо раскрыть неопределенность .



.
Здесь воспользовались теоремой о пределе показательно-степенной функции и вторым замечательным пределом.

Пример 5. Найти предел .

Для раскрытия неопределенности вида  преобразуем выражение под знаком предела и применим второй замечательный предел.



.

Для вычисления оставшегося предела применим следующие эквивалентности, выполняющиеся при :



, , .

Тогда .
[bookmark: _GoBack]
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