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Интуитивное представление о непрерывной функции связано  с такой функцией, график которой – непрерывная линия. Однако понятие непрерывности для кривой требует обоснования, и его можно дать через понятие непрерывности функции. В определении предела функции при  считалось, что , теперь нас будет интересовать случай, когда  и .
83
§ 4.5. Первый и второй замечательные пределы



Определение 1. Функция  называется непрерывной в точке , если выполняются условия:


1)  определена в точке  и некоторой ее (двусторонней) окрестности,

2) существует ,

3).



Таким образом, функция непрерывна в точке, если предел функции равен значению функции в этой точке. Так как  (следует непосредственно из определения предела функции), то условие 3 определения 1 можно представить в виде  , т. е. для непрерывной функции можно менять местами знаки операции вычисления функции и предела. Последнее равенство используется для нахождения пределов непрерывных функций.



Определение. Если в точке  нарушено хотя бы одно из условий 1–3, то функция называется разрывной в точке , а точка  – точкой разрыва.


На рис. 1 приведен график функции, не являющейся непрерывной в точке , здесь не существует .Рис. 1


Запишем определение непрерывности «на языке »:






 непрерывна в точке   .





Так как  – приращение аргумента, а  – приращение функции в точке , то определение непрерывности можно сформулировать в терминах приращений: при .






Определение 2. Функция   называется непрерывной в точке , если она определена в точке  и бесконечно малому приращению аргумента  соответствует бесконечно малое приращение функции , т. е. если .

В приведенных выше определениях окрестность точки  считалась двусторонней. В некоторых случаях приходится пользоваться односторонними окрестностями и понятием односторонней непрерывности.




Определение 3. Функция , определенная в точке  и ее левой (правой) окрестности, называется непрерывной слева (справа) в точке , если существует предел слева (справа) и он равен , т. е.

.


Из определений 3 и 1 следует, что функция  непрерывна в точке  тогда и только тогда, когда она непрерывна в этой точке слева и справа.
Введем понятие непрерывности функции на интервале и на отрезке.


Определение. Функция  непрерывна  на интервале , если она непрерывна в каждой точке этого интервала.



Функция непрерывна на отрезке , если она непрерывна на интервале  и непрерывна в точке a справа и в точке b слева.
[bookmark: _Toc240343549]ТОЧКИ РАЗРЫВА ФУНКЦИИ
И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ
Точкой разрыва функции называется точка, в которой функция не является непрерывной. Различают два типа точек разрыва.
Точки разрыва первого рода









1. Точка  называется точкой  разрыва первого рода функции , если предел  при  существует, но при этом  или , т. е. выполняется условие 2 определения 1 непрерывности функции, но нарушено условие 1 или 3. В этом случае точка  называется точкой устранимого разрыва, так как, полагая , можно устранить разрыв и получить непрерывную в  функцию.










2. Точка  называется точкой  разрыва первого рода функции , если предел  при  не существует (нарушено условие 2 определения 1 непрерывности функции), но при этом существуют оба конечных односторонних предела , . Разность  называется скачком функции  в точке  (в случае устранимого разрыва скачок равен нулю).

Точки разрыва второго рода



Точка  называется точкой  разрыва второго рода функции , если в ней не существует или бесконечен хотя бы один из односторонних пределов функции . 
На рис. 1 изображены разрывы первого рода: устранимый (а) и неустранимый (б) – скачок. 
[image: ]

                  а                                                                    б
                                                   Рис. 1
На рис. 2 показаны графики функций с разрывами второго рода: односторонние пределы бесконечны (а), односторонние пределы не существуют (б).x
y
-1
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                  а                                                                    б

Рис. 2

Таким образом, при исследовании функции на непрерывность необходимо проверить выполнение условий определения 1 непрерывности функции. Если  – точка разрыва, то для установления характера разрыва следует вычислить односторонние пределы.




Пример 1. Показать, что  является точкой разрыва  функций , , . Определить характер разрывов.



1) ;  точка  является точкой разрыва, так как не принадлежит области определения .


, .

Следовательно, точка  – точка устранимого разрыва (рис. 3 а).


Доопределим функцию , положив . Тогда функция



будет непрерывной в точке 






2) ; точка  является точкой разрыва, поскольку . Так как ,  (используется теорема о пределе произведения ограниченной функции и бесконечно большой), то  – точка разрыва второго рода (рис. 3 б).[image: ]
                  а                                                                    б
                                                   Рис. 3





3)  Точка  является точкой неустранимого разрыва первого рода, поскольку односторонние пределы существуют, но не равны друг другу. , . Скачок функции в точке  равен 2.
АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ДЕЙСТВИЯ
НАД НЕПРЕРЫВНЫМИ ФУНКЦИЯМИ.
НЕПРЕРЫВНОСТЬ СЛОЖНОЙ И ОБРАТНОЙ
ФУНКЦИЙ
Следующая теорема устанавливает непрерывность функций, полученных в результате арифметических операций над  непрерывными функциями.








Теорема 1. Если функции  и  непрерывны в точке , то в этой точке будут непрерывны функции , , , , причем последняя при условии, что .






 Доказательство следует из теорем о пределе суммы, произведения и частного двух функций, имеющих предел в данной точке, и определения непрерывности функции в точке. Докажем, например, непрерывность произведения . Из непрерывности функций  и  в точке  следует, что , . Тогда

,


что и означает непрерывность в точке . Аналогично доказываются остальные утверждения теоремы. 


Теорема справедлива для любого конечного числа функций, т. е. алгебраическая сумма и произведение конечного числа функций, непрерывных в точке , непрерывны в точке .
Докажем непрерывность некоторых функций.




Функции  и , очевидно, непрерывны в . Справедливость этих утверждений следует непосредственно из определения непрерывности функций в точке и предела функции при .


Из теоремы об арифметических операциях над непрерывными функциями следует непрерывность функции , как произведения непрерывных функций, а также многочлена  , как суммы непрерывных функций.

Дробно-рациональная функция  непрерывна как частное непрерывных функций, если знаменатель не обращается в нуль.
Сформулируем теорему о непрерывности сложной функции.
Теорема 2. Сложная функция, являющаяся композицией конечного числа непрерывных  функций, непрерывна.





















 Докажем теорему для композиции двух непрерывных функций  f и . Пусть ,  и определена сложная функция . Докажем, что если функция  непрерывна в точке , а функция  непрерывна в точке , то сложная функция  непрерывна в точке . Из непрерывности  в  следует, что , т. е.  при . Так как функция  непрерывна в , то . Учитывая, что , последнее равенство можно записать в виде  или . 
Приведем (без доказательства) теорему о непрерывности обратной функции.


Теорема  3. Пусть функция  определена, непрерывна и строго монотонна на некотором промежутке X и пусть Y – множество ее значений. Тогда на Y существует обратная функция , также строго монотонная и непрерывная.
[bookmark: _Toc240343551] НЕПРЕРЫВНОСТЬ ОСНОВНЫХ
ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ
Теорема 1. Основные элементарные функции непрерывны во всех точках, принадлежащих их области определения.




 Докажем, что показательная функция , ,  непрерывна в . 










Пользуясь определением 2 непрерывности функции в точке, докажем непрерывность функции . Зафиксируем произвольную точку . Тогда , , что и означает непрерывность функции  в точке . Поскольку  – произвольная точка, функция  непрерывна в .


Логарифмическая функция  является обратной к показательной и по теореме о непрерывности обратной функции непрерывна в .
Докажем непрерывность тригонометрических функций.


Для  и произвольной точки  

.



Так как  и функция  ограничена, то по теореме о пределе произведения бесконечно малой и ограниченной функций получим .


Для доказательства непрерывности функции  можно воспользоваться равенством  и теоремой о непрерывности сложной функции.




Функции  и  непрерывны в своих областях определения как частные непрерывных функций  и .




Непрерывность обратных тригонометрических функций , ,  и  следует из теоремы о существовании и непрерывности обратной функции.




Для доказательства непрерывности степенной функции  ,  представим ее в виде .


Сложная функция ,  непрерывна, как композиция непрерывных функций.
Таким образом, доказана непрерывность  основных элементарных функций во всех точках, принадлежащих их области определения. 
Всякая элементарная функция непрерывна в своей области определения, так как она является результатом конечного числа арифметических операций и создания композиций, примененных к непрерывным (основным элементарным) функциям, а эти действия сохраняют свойство непрерывности.

Пример 1. Исследовать на непрерывность функцию .




Решение. Функция определена при всех значениях x, кроме . Как элементарная, функция   непрерывна на . Определим характер точки разрыва , вычислив односторонние пределы.

,

.

(При вычислении использовалась непрерывность показательной функции.) Поскольку один из односторонних пределов бесконечен, точка  – точка разрыва второго рода. Схематический график поведения функции в окрестности точки разрыва дан на рис. 1.Рис. 1


Таким образом, исследуемая функция является непрерывной на всей числовой оси, за исключением точки  в которой она терпит разрыв второго рода.

СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ,
НЕПРЕРЫВНЫХ НА ОТРЕЗКЕ
Приведем (без доказательства) теоремы, характеризующие основные свойства непрерывных на отрезке функций. Эти свойства будут использованы в последующих разделах при доказательстве важнейших математических предложений.



Теорема 1 (первая теорема Вейерштрасса, об ограниченности функции). Если функция  непрерывна на отрезке , то на этом отрезке она ограничена, т. е. существуют числа m, M,  такие, что 


,  .


Теорема 2 (вторая теорема Вейерштрасса, о наибольшем и наименьшем значениях). Если функция  непрерывна на отрезке , то она на этом отрезке достигает своих наибольшего (М) и наименьшего (m) значений.




[bookmark: _GoBack]Заметим, что непрерывная на интервале  функция может быть неограниченной и может не достигать своих наибольшего и наименьшего значений. Такой функцией является, например, функция  на интервале .


Теорема 3 (о нуле функции). Если функция  непрерывна на  и на его концах принимает значения разных знаков, то внутри этого отрезка существует хотя бы одна точка, в которой значение функции равно нулю:

.
Геометрически это означает, что график непрерывной функции при переходе с одой стороны оси Ox на другую пересекает эту ось хотя бы один раз (рис. 1).
Рис. 1






Замечание. Если  – монотонна и непрерывна на  и , то точка , такая что  – единственная.






Теорема 4 (о промежуточных значениях). Пусть  непрерывна на отрезке  и  и . Тогда для любого числа C, заключенного между A и B, найдется  такая, что  (рис. 2).
Теорему можно перефразировать следующим образом: непрерывная функция при переходе от одного значения к другому принимает все промежуточные значения.Рис. 2


В курсе математического анализа наряду с непрерывными функциями используются кусочно-непрерывные на отрезке  функции.





Определение. Функция  называется кусочно-непрерывной на отрезке , если она непрерывна во всех внутренних точках , за исключением, быть может, конечного числа точек, в которых эта функция имеет разрывы первого рода, и, кроме того, она имеет односторонние пределы в точках  и .
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