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Теорема 1 (единственность предела). Если функция  имеет предел при , то этот предел единственный.


Теорема 2 (об ограниченности функции, имеющей предел). Если функция имеет конечный предел в точке , то в некоторой окрестности этой точки функция  ограничена.

 Используем определение предела «на языке ».


.


Последнее неравенство в случае конечного A и означает, что функция  ограничена в . 







Теорема 3 (о сохранении знака). Если функция  имеет предел при , равный  , то существует окрестность точки  такая, что в этой окрестности , т. е. в некоторой окрестности точки  функция сохраняет знак своего предела.













 Пусть . Из определения предела «на языке » следует, что  для всех x, удовлетворяющих неравенству . Так как  и число  – произвольное, то  можно выбрать столь малым, что . При таком выборе  получаем, что , т. е. функция сохраняет знак предела A в -окрестности точки . 



Заметим, что в приведенном доказательстве установлено не только неравенство , но и неравенство , где .






Теорема 4 (предельный переход в неравенстве). Если в некоторой окрестности точки , кроме, может быть, самой точки  справедливо неравенство  и существуют конечные пределы ,, то .







[bookmark: _GoBack]Теорема 5. Если в  справедливо неравенство  и существуют и равны пределы , , то предел  при  существует и равен A: .




Теорема 6 (о связи функции с ее пределом). Для того чтобы функция  при  имела конечный предел A, необходимо и достаточно, чтобы разность  была бесконечно малой величиной при .


 Утверждение теоремы следует из эквивалентности равенств  и .







Необходимость.  . Обозначим . Приведенная выше цепочка равносильна утверждению , т. е.  – бесконечно малая при .







Достаточность. Если , т. е. если разность  – бесконечно малая при , то из определения предела получаем: , что означает . Таким образом, предел функции  при  равен A. 





Из теоремы 6 следует, что в окрестности точки  , где  – бесконечно малая в точке . Говорят, что в окрестности точки  функция отличается от своего предела A на бесконечно малую.
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Теорема 7. Если функции  и  имеют конечные пределы в точке , т. е. , , то:

1) ,



2) , (в частности,  , где C – постоянная величина),


3) , если .
 Свойства 1–3 могут быть доказаны с помощью теоремы о связи функции и ее предела (см. теорему 6.











Докажем свойство 1, используя теорему о связи функции с ее пределом для   и . По необходимому условию этой теоремы , , где  – бесконечно малые при . Тогда , 
и  или   .


Так как сумма  есть бесконечно малая при  (свойство 3), то в силу достаточного условия теоремы о связи получаем

.
Свойство 3 теоремы доказывается аналогично, любым из приведенных выше способов. 
Замечание. Теорема 7 верна для любого конечного числа слагаемых и сомножителей, а именно:

,

.



Из последнего равенства следует правило нахождения пределов натуральной степени. Если , то , .



Арифметические свойства пределов доказаны в предположении существования конечных пределов для каждой из функций  и , для частного требовалось также, чтобы .



 Если эти предположения нарушаются, то вычисление пределов приводит к неопределенным выражениям вида . В этом случае невозможно определить результат по пределам функций и  и необходимо исследовать заданное выражение, учитывая законы изменения функций, т. е. «раскрывать» неопределенность.

Пример 1. .

Пример 2. .
Здесь использовалось свойство 4: произведение бесконечно большой величины на величину, имеющую отличный от нуля предел, есть бесконечно большая.









Пусть задана сложная функция  как композиция функций  и . Тогда предел  при  называется пределом сложной функции . Как вычислить предел сложной функции через пределы функций  и , входящих в композицию ?







Теорема 8 (о пределе сложной функции). Пусть для функций  и  существуют  и . Тогда существует предел сложной функции  при  и .




 Из существования предела функции  при   имеем   . 











Из существования предела функции  при  получаем  (в том числе и для найденных выше значений ) . В итоге получается следующая цепочка неравенств:  . Учитывая, что , получим  .
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