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НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ
Предел – одно из основных понятий математики, означающее, что некоторая переменная в рассматриваемом процессе ее изменения неограниченно приближается к какому-то постоянному значению. Точный смысл понятие предела имеет лишь при корректном определении понятия близости между элементами (точками) множества, в котором указанная переменная принимает значения.
Основные понятия математического анализа – непрерывность, производная, интеграл, ряд, – определяются через предел.
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Пусть . Окрестностью точки прямой называется любой интервал, содержащий эту точку, -окрестностью точки a – симметричный интервал , или, что то же самое, множество действительных чисел x, удовлетворяющих условию . Будем -окрестность точки a  обозначать .
Коротко

.




Окрестность «точки плюс бесконечность» – интервал , т. е. множество действительных x, удовлетворяющих условию , окрестность «точки минус бесконечность» – интервал , т. е. множество действительных  x, удовлетворяющих неравенству .







Определение (предела функции в точке по Коши). Число A называется пределом функции  в точке (или при ), если для любого сколь угодно малого числа  найдется такое число , что для всех x, удовлетворяющих  условию , выполняется неравенство .
Запишем кратко:


 .






Замечание 1. В неравенстве  значение x взято из X и отлично от . Замечание 3. Определение предела по Коши также называют определением «на языке », так как в нем используются понятия  – окрестности точки A и  – окрестности точки 




Запишем обозначение  – окрестности точки  A и   – окрестности точки  следующим образом: .


Используя обозначения окрестностей, определение предела можно записать в виде  .


Геометрическая иллюстрация определения предела функции в точке дана на рис. 1, откуда видно, что точки из  отображаются в .
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Пример 1. Доказать, пользуясь определением предела функции, что . 















Решение. Необходимо доказать, что   . Так как , то  и из неравенства  следует . Таким образом, для любого сколь угодно малого  нашлось  (например,  или ) такое, что для всех x, удовлетворяющих условию , будет выполняться неравенство , а это и означает, что .
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Дадим определение предела функции в случае, когда  и (или) A – один из символов . 






Определение. Число A называется пределом функции  при , если для любого сколь угодно малого числа  существует число  такое, что для всех x, удовлетворяющих неравенству , выполняется неравенство . Или кратко:


 .


Запишем определения кратко для  и :

.


 .






Геометрическая иллюстрация предела функции при  дана на рис. 2,  означает, что график функции  будет находиться в полосе, ограниченной прямыми ,  при любых . 


Рис. 2













Дадим определения предела функции в случае, когда при   значения функции по абсолютной величине неограниченно возрастают, т. е. когда функция не имеет конечного предела (A – один из символов ).






Определение (по Коши). Предел функции  при  называется бесконечным, если для любого сколь угодно большого числа  существует число  такое, что для всех значений x, удовлетворяющих неравенству , выполняется неравенство :


 .


Если функция  имеет в точке  бесконечный предел и при этом принимает только положительные или только отрицательные значения, то пишут соответственно


  или .








На рис. 3 показана геометрическая интерпретация двух последних пределов: график функции  расположен выше прямой  при всех  для  (рис. 3, а) и график функции  расположен ниже прямой  при всех  в случае (рис. 3, б).


Рассмотрим случай, когда при неограниченном увеличении значений аргумента значения функции также неограниченно возрастают, т. е. когда и , и A – бесконечности. Дадим определение «на языке ».
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Рис. 3










Определение. Говорят, что функция  имеет бесконечный предел при  , если для любого сколь угодно большого числа  найдется такое число , что для всех x, удовлетворяющих неравенству  , выполняется неравенство . Запишем кратко:

.



На рис. 4 приведен график функции , имеющей бесконечные пределы при , .Рис. 4





С геометрической точки зрения стремление функции к бесконечности при  означает, что график этой функции для любых значений  выходит за пределы полосы, ограниченной прямыми  .
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Если функция определена или рассматривается только в заданном промежутке X (например, функция  определена на отрезке ), то в определении предела функции значения переменной x необходимо ограничить этим промежутком. Если точка  – одна из граничных (крайних) точек отрезка X, то x может стремиться к  только с одной стороны (изнутри отрезка), оставаясь либо правее, либо левее точки . В таких случаях говорят об односторонних пределах.  Можно также рассматривать односторонние пределы и для внутренней точки .







Определение. Число A называется левым пределом (левосторонним пределом или пределом слева) функции  в точке , если для любого сколь угодно малого  существует  такое, что для всех x, удовлетворяющих неравенству , выполняется неравенство . Обозначается предел слева  .







Определение. Число A называется правым пределом (правосторонним пределом или пределом справа) функции  в точке , если для любого сколь угодно малого  существует  такое, что для всех x, удовлетворяющих неравенству , выполняется неравенство . Обозначают предел справа  .



Пример. Для функции  (рис. 1) , .

Можно дать определение односторонним пределам функции в точке, используя понятие левой и правой окрестности точки .


Рис. 1









Определение. 



Левой -окрестностью точки  называется множество всех x, удовлетворяющих неравенству  (рис. 2, а). Обозначается

.



Правой -окрестностью точки  называется множество всех x, удовлетворяющих неравенству  (рис. 2, б). Обозначается

.





Соответственно  и  – левая и правая -окрестности с выколотой точкой .
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Рис. 2
Дадим определение односторонних пределов, используя определения односторонних окрестностей.





Определение. Число A называется левосторонним пределом  (пределом слева) функции  в точке , если для любого  найдется такое число , что .





Число A называется правосторонним пределом (пределом справа) функции  в точке , если для любого  найдется такое число , что .






Заметим, что в этом определении A может означать как число, так и символ  . В последнем случае получаем определения бесконечных односторонних пределов в точке  и под  понимаем окрестность точки  или .
Связь между односторонними пределами и пределами функции устанавливает следующая теорема.


Теорема 1. Для того чтобы функция  в точке  имела предел, необходимо и достаточно, чтобы в этой точке существовали оба односторонних предела и были равны между собой.

.


Доказательство следует непосредственно из определений пределов функции  и окрестностей точки .
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