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Определение. Пусть ,  – функции одной независимой переменной . Если  имеет обратную функцию , то функцию ,  можно рассматривать как сложную функцию, отображающую x в y посредством промежуточной переменной t:

.
Переменную t называют параметром и говорят, что функция y от x задана параметрически:

.							(1)




В формуле (1) для удобства записи и восприятия функция  обозначена через , а  через .




От параметрического задания функции можно перейти к обычному в виде  или , исключив параметр t. Наоборот, всякую функцию, определяемую формулой , можно задать параметрически, например, примем :




Параметрическое задание функций используется в тех случаях, когда непосредственная связь между x и y оказывается слишком сложной, в то время как формулы, задающие  и , являются сравнительно простыми.


Если рассматривать значения  и  как координаты на координатной плоскости Oxy, то каждому значению t будет соответствовать определенная точка  плоскости. При изменении значения  t эта точка на плоскости описывает некоторую кривую. Уравнения (1) при этом называются параметрическими уравнениями этой кривой, а способ задания кривой –  параметрическим.
57
§ 3.3. Сложная и обратная функции

Рассмотрим параметрическое задание наиболее часто употребляемых в математическом анализе кривых.
1. Прямая


2. Окружность с центром в начале координат  радиусом a:


3. Эллипс



4. Астроида (рис. 1) – замкнутая кривая, являющаяся траекторией точки M, лежащей на окружности радиусом r, которая катится по внутренней стороне неподвижной окружности радиусом . Ее уравнение имеет видРис. 1





Здесь (а также для примера 2) пара-
метр t – угол между положительным направлением оси Ox и радиусом-вектором  текущей точки , отсчитываемый против хода часовой стрелки.
5. Циклоида (рис. 2) – кривая, описываемая точкой окружности, катящейся без скольжения по прямой линии. Циклоида состоит из конгруэнтных, совмещающихся при перемещении на плоскости дуг, каждая из которых соответствует полному обороту катящейся окружности. Параметрические уравнения циклоиды имеют вид


[image: ]
Рис. 2

Параметр t здесь имеет следующий геометрический смысл. Значению  соответствует положение точки в начале координат (точка О на рис. 2) и «вертикальное» (вдоль оси y) положение отрезка, соединяющего центр окружности и точку О. Тогда t – угол поворота этого отрезка.









Параметрическое представление функций является особенно важным для задания пространственных кривых, т. е. задания их уравнениями вида  Так, прямую в пространстве можно задать с помощью уравнений    винтовую линию – уравнениями    
[bookmark: _Toc240343935]ПОЛЯРНАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТ
Положение точки на плоскости можно определять не только в декартовой, но и в так называемой полярной системе координат.
Полярная система координат задается: точкой O, называемой полюсом, и выходящей из этой точки полупрямой, называемой полярной осью с выбранной на ней единицей масштаба (рис. 3).






Положение точки M на плоскости определяется двумя числами: числом , выражающим расстояние точки M от полюса, и числом  – величиной угла, образованного отрезком OM с полярной осью. Положительным направлением отсчета угла  считается направление против хода часовой стрелки. Числа  и  называют полярными координатами точки M и обозначают .Рис. 3











Полярный угол определен с точностью до слагаемого , . Положение любой точки на плоскости (кроме полюса) однозначно соответствует координатам  и , если ,  (или ). Для полюса , – произвольное. В дальнейшем полярное расстояние  будем всегда считать неотрицательным.






Иногда используется расширенный вариант полярной системы координат, допускающий значения . В этом случае не устанавливается взаимно однозначное соответствие между парами чисел  и точками плоскости. Например, пары чисел  и  описывают одну и ту же  точку (для отрицательных значе-
ний  полярное расстояние откладывается на продолжении луча, образующего с полярной осью угол ).

Установим связь между полярными и прямоугольными декартовыми координатами (рис. 4). Если начало прямоугольной системы координат совпадает с полюсом, полярная ось с осью Ox и для измерения , x, y используются равные единицы масштаба, то декартовы и полярные координаты связаны следующими формулами: 

	                               (2)

 (
Рис. 4
)В последней формуле при определении  нужно учитывать, в какой четверти находится точка.












Построим графики некоторых функций в полярной системе координат.
1. Прямая линия, проходящая через полюс:

.
Использовались формулы (2) связи декартовых координат и полярных.
2. Окружность. а) Окружность с центром в начале координат (рис. 5, а)

.
б) Окружность с центром, смещенным по оси Ox  (рис. 5, б)

,

.
в) Окружность с центром, смещенным по оси Oy (рис. 5, в)

,

.


           а                                             б                                            в
Рис. 5
3. Линии второго порядка (эллипс, гипербола, парабола). Уравнение эллипса, гиперболы и параболы в полярной системе координат имеет вид

, 								(3)






где b – параметр,  – эксцентриситет. При  уравнение (3) определяет эллипс, при  – гиперболу, при  – параболу. Во всех случаях полярная ось сонаправлена с горизонтальной осью кривой, а при  в уравнении (3) следует рассматривать и отрицательные значения , чтобы получить обе ветви гиперболы.
Пример 1. Построить график функции в полярной системе координат

.








Решение. Так как , то это уравнение определяет параболу. Перейдем от полярных координат к декартовым, учитывая, что  и . Получим    . График этой функции может быть построен преобразованием графика функции .
4. Розы. Розами называются семейства кривых, уравнение которых в полярных координатах имеет вид: 



 или ,   – положительные числа.







Так как , то кривые находятся  внутри круга радиусом a.  Вследствие периодичности функций  и  розы состоят из конгруэнтных лепестков, симметричных относительно наибольших радиусов, каждый из которых равен a. Если , то роза состоит из k лепестков (если кривая строится для ). На рис. 6 изображены кривые, соответствующие уравнениям , .
[image: ]
Рис. 6



 (
Рис. 7
)5. Спираль Архимеда  определяется как траектория точки, движущейся из точки O с постоянной скоростью v по лучу, вращающемуся около полюса O с постоянной угловой скоростью . Уравнение в полярных координатах имеет вид , .

[bookmark: _GoBack] График (рис. 7) построен с использованием расширенного варианта полярной системы координат, .
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