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(ОТОБРАЖЕНИЯ)
В простейшем случае, когда величина – действительное число, понятие «функция» определяется следующим образом.



Определение. Пусть каждому числу x из заданного множества D по некоторому правилу (закону) поставлено в соответствие число y, обозначаемое . Тогда говорят, что на множестве D задана числовая функция , .
При этом употребляются следующие термины: 
x – независимая переменная или аргумент, 
y – зависимая переменная или функция,
D – область определения или область задания функции, т. е. множество тех значений, в которых функция принимает конечные вещественные значения, 

 – множество значений функций.






Слова «поставлено в соответствие» означают, что указан определенный способ (правило), по которому для каждого  находится . Этот способ (правило) и обозначают символом f. Для функции применяют и другие обозначения, например,  , и также  или просто . Во всех случаях, если не оговорено противное, при употреблении термина «функция» подразумевается однозначная функция, т. е. такая зависимость, при которой каждому значению аргумента x соответствует только одно значение функции y. Если одному и тому же значению аргумента соответствует несколько (быть может, даже бесконечное множество) значений y, то y называется многозначной функцией аргумента x.
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Наиболее распространен аналитический способ задания функции, при котором функция задается формулой, устанавливающей, какие вычислительные операции нужно произвести над x, чтобы найти y. 









Например, , , , . При этом область определения либо указывают, например, , , либо понимают под D множество значений аргумента x, при которых данная формула имеет смысл, т. е. выполнимы все операции, указанные в формуле, и . В последнем случае говорят, что D является естественной областью определения функции. Для  естественной областью определения является . Если функция задана аналитически и область определения не указана, то под D будем понимать естественную область определения.
56
Глава 3. ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Функция, определенная на D, может быть задана разными формулами на разных частях D. Такие функции называют составными.
Пример 1. а) Функция 



задана на отрезке  тремя разными формулами.


б) Функция  (читается «сигнум x», что значит «знак x») определяется формулами


Отметим, что при аналитическом способе задания функции к вычислительным операциям, кроме «элементарных» (арифметических действий, возведения в степень и извлечения корня, логарифмирования, потенцирования, перехода от углов к их тригонометрическим характеристикам и обратно) относятся и более сложные операции, такие как суперпозиция функций, предельный переход, дифференцирование, интегрирование и др.
Функция может быть задана с помощью словесной формулировки, когда закон соответствия  f, определяющий y по заданным x, описывается словами. Приведем примеры словесного («бесформульного») способа задания функций.
Пример 2.
 а) Функция Дирихле







б) Функция  (или , читается «y равно антье от x», или «целая часть числа х» от французского entier – целый) обозначает целую часть вещественного числа. Например, , , .



в) Функция  определяет число делителей n, т. е.  (число 10 делится без остатка на 1, 2, 5, 10), .


При табличном способе задания функция определяется с помощью таблицы, в которой для каждого из n значений аргумента  указываются соответствующие  – значения функции. Табличный способ часто применяется в тех случаях, когда область определения состоит из конечного числа значений. В виде таблиц обычно расписываются результаты экспериментальных исследований каких-либо процессов и явлений. Широко используются таблицы значений различных функций. В таблицах логарифмов, тригонометрических и других функций приводятся значения, соответствующие достаточно мелкой сетке значений аргумента (для промежуточных значений аргумента приближенные значения функции находят интерполяцией).

Графический способ задания функции состоит в представлении функции  графиком.





Определение. Графиком  функции , , называется множество точек  плоскости  (в декартовой прямоугольной системе координат), координаты которых связаны данной функциональной зависимостью, т. е.

.
Графический способ задания функции широко применяется на практике. В технике, медицине во многих процессах зависимости одних величин от других исследуются с помощью кривых, записанных самопишущими приборами. Графический способ представления функции нагляден, но недостаточно удобен для применения математического аппарата, поэтому график служит вспомогательным средством для исследования функции.




Заметим, что не всякая линия на плоскости  является графиком числовой функции. Так, центральная окружность радиусом a, координаты точек которой удовлетворяют уравнению , описывается двумя (однозначными) функциями  и .
В последнее время получил распространение программный способ задания функции, при котором значения переменной y находятся с помощью вычислительных машин в результате работы некоторой программы (стандартной или специально созданной), в которую значения переменной x вводятся как исходные данные.
Отметим, что указанные способы задания функций (аналитический, словесный, табличный, графический, программный) наиболее употребительны, но не исчерпывают всех возможных.
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При аналитическом задании функция может быть задана явно, когда дано выражение y через x, т. е. формула имеет вид , и неявно, когда x и y связаны между собой уравнением вида . Функции, заданные неявно (явно), называются неявными (явными) функциями. В случае неявного задания каждому значению x из некоторого множества поставлено в соответствие такое значение y, что выполняется равенство . Неявная функция может быть однозначной или многозначной. Например, уравнение  задает однозначную неявную функцию, которую можно записать в явном виде ; уравнение  задает две однозначные функции , ; уравнение  не допускает явного выражения  или .
[bookmark: _Toc240343923]СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ: МОНОТОННОСТЬ,
ОГРАНИЧЕННОСТЬ, ПЕРИОДИЧНОСТЬ,
ЧЕТНОСТЬ И НЕЧЕТНОСТЬ
Одной из основных задач математического анализа является анализ функций. Изучить заданную функцию означает охарактеризовать ее изменение (говорят, поведение) при изменении независимой переменной.
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Переменная x задается множеством X тех значений, которые она принимает (в рассматриваемом вопросе). Это множество X называется областью изменения переменной. Областью изменения переменной может быть любое числовое множество. Например, для переменной  область изменения – множество всех натуральных чисел, для постоянной переменной  вся область изменения – одно число. В математическом анализе обычно используются переменные, изменяющиеся непрерывным или сплошным образом.
Определение. Переменная, которая, принимая два различных значения, принимает и любые промежуточные значения, называется непрерывной.
Определение. Функция, заданная для каждого значения непрерывной переменной, называется функцией непрерывного аргумента.
Областью изменения непрерывной переменной является числовой промежуток, замкнутый или открытый, конечный или бесконечный.
Приведем кратко некоторые свойства функций, которые можно определить средствами элементарной математики.
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Определение. Значение переменной , при котором  обращается в нуль, называется нулем функции, т. е. нули функции являются корнями уравнения .
Определение. Интервалы, в которых функция сохраняет один и тот же знак, называются интервалами знакопостоянства функции.
В интервалах положительного знака функции ее график располагается над осью Ox, в интервалах отрицательного знака – под осью Ox, в нуле функции график имеет общую точку с осью Ox.
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Определение. Функция  называется четной (нечетной), если:
1) из того, что f определена в точке x, следует, что она определена и в точке – x;

2) для любого x из области определения выполняется условие .









Пример 1. Функции , ,  – четные; функции , ,  – нечетные; функции , ,  – не являются ни четными, ни нечетными.
График четной функции симметричен относительно оси OY, график нечетной функции симметричен относительно начала координат, графики функций, не являющихся четными или нечетными, подобной симметрией не обладают.
Сумма, разность, произведение и частное четных функций – тоже четные функции; сумма, разность нечетных функций – нечетные функции; произведение и частное двух нечетных функций – четные функции.
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Определение. Функция  называется периодической, если для нее существует такое число , что:

1) из того, что функция определена в точке x, следует, что она определена и в точках ;

2) .







Число  называется периодом функции. Если T является периодом функции , то число ,  – также период этой функции. Наименьший положительный период функции, если он существует, называется основным периодом. График периодической функции повторяется через каждый промежуток длиной T. Если функция  – периодическая с периодом T, то функция  – тоже периодическая и ее период равен .


Пример 2. Функции   являются периодическими, причем их основные периоды соответственно равны .
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Определение. Функция  называется возрастающей (убывающей) на множестве X, если большему значению аргумента из этого множества соответствует большее (меньшее) значение функции.

Определение. Функция  называется неубывающей (невозрастающей) на множестве X, если большему значению аргумента из этого множества соответствует не меньшее (не большее) значение функции.
Запишем приведенные определения кратко, используя кванторы:


 возрастает на ;


 убывает на ;


 не убывает на ;


 не возрастает на .
Определение. Возрастающая, убывающая, невозрастающая и неубывающая функции называются монотонными.
Также возрастающая и убывающая функции называются строго монотонными, а неубывающая и невозрастающая функции – монотонными в широком смысле.
Промежутки изменения независимой переменной, на которых функция возрастает (убывает), называются промежутками монотонности функции. На рис. 1 дана иллюстрация определений монотонности функций.
[image: ]
Рис. 1







Пример 3. Функция  является строго монотонной (возрастающей) в ; функция  является монотонной в широком смысле (неубывающей); функция  является монотонной в широком смысле, ее можно называть как неубывающей, так и невозрастающей; функция  является убывающей на  и возрастающей на .
[bookmark: _Toc240343929]ОГРАНИЧЕННЫЕ И НЕОГРАНИЧЕННЫЕ ФУНКЦИИ




Определение. Функция  называется ограниченной сверху (снизу) на множестве X, если существует такое число , что для любых  выполняется условие .



Определение. Функция  называется ограниченной на множестве X, если существует такое положительное число M, что для любых  выполняется неравенство .



Определение. Функция  называется неограниченной на множестве X, если для любого положительного числа M найдется такое  что выполняется условие .



График ограниченной функции заключен в полосе между прямыми  и  графики функций, ограниченных сверху (снизу), располагаются ниже (выше) прямой  (рис. 2).




Пример 4. 1) Функция  ограничена в своей естественной области определения R, так как  для любого , т. е. .


Рис. 2




2) Функция  ограничена в R, так как  для любого , здесь .








3) Функция  является ограниченной снизу на , так как  для любого  и неограниченной (сверху) на этом множестве. Действительно, для любого  существует  , что .
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Определение. Если переменная y является функцией от u, т. е. , а переменная u, в свою очередь, является функцией от x,
т. е. , то y является сложной функцией от x, т. е. , определенной для тех  значений x, для которых значения функции  включаются в область определения функции .

Таким образом, функция  отображает элемент x в элемент u, а функция  f  отображает элемент u в элемент y:

.


При этом говорят, что y является сложной функцией независимого аргумента x, а u – промежуточным аргументом, или что y – результат композиции (суперпозиции) функций  и .










Пример 1. Если , , то  для всех значений . Если же , , то , причем сложная функция y как функция x определена только для тех значений x, для которых , т. е. для , .

Пусть  – сложная функция двух промежуточных аргументов  t и  u:

.







Ее можно представить в виде цепочки равенств , , . Например,  является сложной функцией двух промежуточных аргументов. Здесь , ,  .
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Сначала дадим определение взаимно однозначной функции. Рассмотрим функцию  с областью определения D и множеством значений E. При взаимно однозначном (биективном) отображении множества D на множество E каждый элемент y множества E является образом одного и только одного элемента  x  множества D и наоборот.






Определение. Функция   – взаимно однозначная, если для любого  существует такое , что  и функция принимает различные значения для различных значений аргумента, т. е. , при .









Пример 2. Функция ,  является взаимно однозначной, так как каждому значению  соответствует единственное значение  такое, что  (рис. 1), и, наоборот, каждому  соответствует одно значение  такое, что  .






Функция , ,  не является взаимно однозначной. Действительно, для каждого элемента  существуют два элемента x и – x такие, что  (рис. 2), т. е. отображение  однозначной функцией не является.

 х
у
х
–х






              Рис. 1                                                        Рис. 2







Определение. Пусть   – взаимно однозначная функция. Так как каждому элементу  соответствует единственный элемент , то говорят, что на множестве E определена функция, обратная к функции , которую обозначают  или .


Функции  f  и  называют взаимно обратными, так как f  является обратной по отношению к .










Следовательно, в рассмотренном выше примере  и  – взаимно обратные функции. Для функции ,  обратное отображение функции  не является однозначным, т. е. обратная функция не определена. Если же рассматривать  на промежутках   и , то для каждой из ветвей параболы могут быть найдены обратные функции  и .




Теорема 1 (достаточное условие существования обратной функции). Если функция  монотонна на некотором промежутке, то на этом промежутке существует обратная функция . При этом если  f – возрастающая функция, то и  – возрастающая, если  f –  убывающая, то и  – убывающая. 





Построим график обратной функции. Пусть  монотонна на , тогда для нее существует обратная функция . По существу эти функции выражают одну и ту же зависимость между переменными x и y, только в первом случае x рассматривается как аргумент, y – как функция, а во втором – аргументом является y, а x – функцией.  Поэтому график обратной функции  совпадает с графиком функции  (рис. 3). Рис. 3















Если же для обратной функции, как и для исходной, аргумент обозначить через x, а саму функцию через y, то обратная функция запишется в виде . Так как при переобозначении x на  y меняются местами оси Ox и Oy, то график обратной функции  получается как зеркальное отображение графика  относительно биссектрисы I – III координатных углов (рис. 4).





Для функции  с  и с  на рис. 5 приведены графики соответствующих обратных функций  и .
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                       Рис. 4                                                      Рис. 5

Графики взаимно обратных функций на рис. 5 симметричны относительно прямой  .
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