Лабораторная работа № 3
Моделирование дискретно распределённых случайных величин
Цель работы

Научиться моделировать значения дискретно распределённой случайной величины и проводить статистический анализ сгенерированных данных.

Законы распределений
Биномиальный с параметрами n и p.
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Отрицательный биномиальный с параметрами s и p.
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Пуассона с параметром λ.
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Геометрический с параметром p.
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Гипергеометрический с параметрами N, m, n.
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«Степенной».
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Алгоритмы
Стандартный алгоритм [1, стр. 34].
Пусть есть некоторое множество значений, которые может принимать случайная величина ξ: {ξ1, ξ2, … , ξn}. Пусть известны вероятности P(ξ1), P(ξ2), … , P(ξn), при этом 
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. Отрезок [0; 1] разбивается на n интервалов так, чтобы длина каждого интервала была равна P(ξi).
С помощью генератора равномерно распределённых псевдослучайных чисел моделируется псевдослучайное число ρ([0; 1]. Пусть k – номер интервала, содержащего число ρ, тогда ξk будет смоделированным значением случайной величины ξ.
Чтобы определить номер интервала k, из ρ вычитается P(ξ1): ρ1 = ρ – P(ξ1), затем P(ξ2): ρ2 = ρ1 – P(ξ2) и так далее до тех пор, пока ρk = ρk–1 – P(ξk) не станет меньше 0, что означает, что k – номер интервала, содержащего ρ.
Стандартный алгоритм с рекуррентными формулами [1, стр. 34].

Этот алгоритм отличается от стандартного алгоритма только способом вычисления P(ξi): P(ξi+1) = P(ξi) ∙ r(i), 
[image: image8.wmf]1

,

1

-

=

n

i

. Например, для геометрического закона распределения с параметром p рекуррентная формула будет иметь вид: r(i) = 1 – p, i = 0, 1, …
Нестандартный алгоритм для распределения Пуассона [1, стр. 35–36].

Также, как и в стандартном алгоритме, отрезок [0; 1] разбивается на n интервалов, моделируется псевдослучайное число ρ ( [0; 1]. Затем вычисляется число 
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, где L = [λ], а λ – параметр закона распределения Пуассона. Полагаем ρ0 = ρ – Q.
Если ρ0 ≥ 0, то из ρ0 вычитается P(ξL+1): ρ1 = ρ0 – P(ξL+1), затем P(ξL+2): ρ2 = ρ1 – P(ξL+2) и так далее до тех пор, пока ρm = ρm–1 – P(ξL+m) не станет меньше 0. Тогда ξL+m – смоделированное значение.
Если ρ0 < 0, то к ρ0 прибавляется P(ξL): ρ1 = ρ0 + P(ξL), затем P(ξL–1): ρ2 = ρ1 + P(ξL–1) и так далее до тех пор, пока ρm = ρm–1 + P(ξL–(m–1)) не станет больше или равно 0. Тогда ξL–(m–1) – смоделированное значение.
Задание
1. Написать программу, которая:
1) считывает из файла входные данные, необходимые для работы программы в автоматическом режиме;
2) содержит функцию, генерирующую равномерно распределённые псевдослучайные числа с помощью генератора, встроенного в использованный при написании программы язык программирования;

3) с помощью заданного в варианте алгоритма генерирует 2 последовательности дискретно распределённых псевдослучайных чисел, подчиняющихся заданному в варианте закону распределения: одна – длиной 40, другая – 100 чисел;
4) определяет эффективность алгоритма, вычисляя количество операций, которое потребовалось для генерации последовательности;

5) проверяет по критерию χ2 гипотезу о согласии распределения каждой сгенерированной последовательности с заданным в варианте распределением; для группирования выбираются интервалы равной длины; число интервалов равно количеству возможных реализаций моделируемой случайной величины, теоретическая вероятность которых P(ξi) ≥ 0.001; уровень значимости α = 0.05;

6) выполняет шаги 3)–5) для нестандартного алгоритма, моделирующего распределение Пуассона;
7) в результате выполнения создаёт следующее:

1) файлы, содержащие каждую сгенерированную последовательность;

2) файл, содержащий описание результатов проверки всех критериев (значения статистик, достигнутых уровней значимости, выводы об успешности теста и другая важная информация), результаты измерения эффективности алгоритмов;

3) графики, построенные по группированным для критерия χ2 данным (гистограммы, столбцы которых отражают количество попаданий в каждый интервал);
4) графики с «теоретическими» вероятностями Pi моделируемого закона распределения (гистограммы, столбцы которых отражают теоретические вероятности появления элемента последовательности в соответствующие интервалы).
2. Для всех заданных в варианте параметров распределений, а также для нестандартного алгоритма, моделирующего распределение Пуассона, получить последовательности псевдослучайных чисел, определить эффективность алгоритмов, оценить качество полученных последовательностей.
3. По результатам исследований сделать выводы, оформить отчёт.
Содержание отчёта
Отчёт должен содержать:

· титульный лист;

· цель работы;

· исходные данные;

· исследовательскую часть, описывающую ход работы, результаты моделирования псевдослучайных последовательностей; в частности, для каждой сгенерированной последовательности, в отчёте должна быть следующая информация:
· входные данные;

· сама последовательность;
· результаты проверки гипотезы по критерию χ2 (графики, построенные по группированным для критерия χ2 данным и по значениям теоретических вероятностей, значения статистики, достигнутого уровня значимости, вывод об отклонении гипотезы и т.п.);

· количество операций, потребовавшихся для моделирования данной последовательности;

· вывод о качестве сгенерированной псевдослучайной последовательности;

· выводы о всей проделанной работе;
· описание формата входного файла;

· текст программы.
Замечание: Все дробные числа в отчёте должны содержать не более 2–3 значащих цифр.
Оценивание качества выполнения лабораторной работы
В процессе приёма лабораторной работы баллы за качество выполнения работы будут начисляться за следующее:

1. Корректность графиков (масштаб, подписи осей, отображаемые данные).

2. Оформление результатов оценивания качества сгенерированной последовательности в виде двух таблиц – 1 таблица для заданного в варианте закона распределения, 2 – для закона Пуассона, смоделированного нестандартным алгоритмом.

3. Автоматизация работы программы: программа получает из файла все необходимые для работы данные; сообщает об успешности выполнения каждого теста.

4. Программное вычисление достигнутого уровня значимости или критического значения статистики критерия χ2.

5. Применение принципов структурного программирования: выделение в качестве функций повторяющихся либо логически целостных фрагментов программы; работа каждой функции полностью определяется её параметрами (все данные, нужные функции для работы, передаются ей через параметры); программа позволяет без перекомпиляции изменять все параметры, от которых зависит её работа; в тексте программы отсутствуют числовые константы (все необходимые константы объявляются как поименованные).

6. Достаточность комментариев для документирования текста программы.

7. Способность каждого члена бригады быстро и правильно отвечать на все вопросы.

Варианты заданий

	№
	Алгоритм
	Закон распределения
	Параметры распределений
	Параметры распределения Пуассона (для нестандартного алгоритма)

	1
	Стандартный
	Биномиальный
	n = 4,  p = 0.1;   n = 4,  p = 0.5;   n = 4,  p = 0.9
	λ = 2

	2
	Стандартный с рекуррентными формулами
	Отрицательный биномиальный
	s = 4,  p = 0.1;   s = 4,  p = 0.5;   s = 4,  p = 0.9
	λ = 20

	3
	Стандартный
	Пуассона
	λ = 2;   λ = 6;   λ = 12
	λ = 4

	4
	Стандартный с рекуррентными формулами
	Геометрический
	p = 0.1;   p = 0.5;   p = 0.9
	λ = 12

	5
	Стандартный
	Гипергеометрический
	N = 20,  m = 10,  n = 4;   N = 20,  m = 10,  n = 10;   N = 30,  m = 15,  n = 10
	λ = 5

	6
	Стандартный с рекуррентными формулами
	Биномиальный
	n = 5,  p = 0.2;   n = 5,  p = 0.5;   n = 5,  p = 0.8
	λ = 14

	7
	Стандартный
	Степенной
	—
	λ = 4.5

	8
	Стандартный с рекуррентными формулами
	Степенной
	—
	λ = 7

	9
	Стандартный
	Отрицательный биномиальный
	s = 1,  p = 0.2;   s = 1,  p = 0.5;   s = 1,  p = 0.8
	λ = 18

	10
	Стандартный с рекуррентными формулами
	Пуассона
	λ = 3;   λ = 8;   λ = 15
	λ = 8

	11
	Стандартный
	Геометрический
	p = 0.2;   p = 0.5;   p = 0.8
	λ = 9

	12
	Стандартный с рекуррентными формулами
	Гипергеометрический
	N = 22,  m = 11,  n = 5;     N = 22,  m = 12,  n = 9;     N = 32,  m = 16,  n = 12
	λ = 10

	13
	Стандартный
	Биномиальный
	n = 9,  p = 0.1;   n = 9,  p = 0.5;   n = 9,  p = 0.9
	λ = 6

	14
	Стандартный с рекуррентными формулами
	Отрицательный биномиальный
	s = 2,  p = 0.1;   s = 2,  p = 0.5;    s = 2,  p = 0.9
	λ = 15

	15
	Стандартный
	Гипергеометрический
	N = 25,  m = 12,  n = 7;   N = 25,  m = 13,  n = 11;   N = 35,  m = 17,  n = 15
	λ = 3


Контрольные вопросы
Замечание: Уровень сложности каждого вопроса указан в скобках.

1. (I)
Стандартный алгоритм моделирования дискретно распределённых случайных величин.

2. (I)
Эффективность (трудоёмкость) стандартного алгоритма. Понятие и вычисление.

3. (I)
Нестандартный алгоритм моделирования распределения Пуассона.

4. (II)
Вывести рекуррентные формулы для:
1) геометрического и «степенного» закона распределения;
2) гипергеометрического закона распределения;

3) биномиального закона распределения;

4) отрицательного биномиального закона распределения;

5) распределения Пуассона.
5. (III)
Доказать, что:

1) случайная величина 
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 имеет равномерное дискретное распределение с 
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2) случайная величина 
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 распределена по геометрическому закону распределения с параметром p: 
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