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Ïðåäèñëîâèå
Äàííîå ïîñîáèå âîçíèêëî, êàê åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ñáîðíèêà çàäà÷ [4], èìåâ-
øåãî öåëüþ îñóùåñòâèòü ïîäáîðêó çàäà÷ ïî îñíîâíûì òåìàì, òðàäèöèîííî âõîäÿ-
ùèì â êóðñ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, ÷èòàåìûé â ÍÃÒÓ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àâòîð íå ïðåñëåäîâàë öåëè ñîçäàâàòü òåîðåòè÷åñêèé ó÷åá-
íèê. Òàêîâûå ó÷åáíèêè óæå ñóùåñòâóþò, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îòìåòèòü ó÷åáíèê
Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâà è Å.Â.Îâ÷èííèêîâîé [5]. Êñòàòè ãîâîðÿ, äàííîå ïîñîáèå ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü êàê ðàç âìåñòå ñ ýòèì ó÷åáíèêîì.

Â äàííîì æå ïîñîáèè àâòîð ñòàâèò ãîðàçäî ìåíåå ãëîáàëüíóþ öåëü: âîñïîëíèòü
íåäîñòàòîê â ïðèìåðàõ, êîòîðûé îáû÷íî âîçíèêàåò ïðè ïðåïîäàâàíèè ïî÷òè âñåõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ (è íå òîëüêî) êóðñîâ è êóðñà äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, â ÷àñòíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, àâòîð ïîïûòàëñÿ èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, íàèáîëåå óäà÷íî ïðèìåíÿ-
åìûé ïðè îáó÷åíèè ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ (òî åñòü ïðèêëàäíûõ) ñïåöèàëüíîñòåé,
ðàçáèâ êàæäûé ðàçäåë äàííîãî ïîñîáèÿ. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàçáèðàþòñÿ ïðèìåðû áî-
ëåå èëè ìåíåå òèïè÷íûõ çàäà÷ èç ðàçäåëà, ïðè ýòîì äåëàþòñÿ àêöåíòû íà ìåòîäû,
èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè ñòàíäàðòíûõ çàäà÷ òîãî èëè èíîãî ðàçäåëà. Âî âòîðîé
÷àñòè ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ è â ïðîöåññå
ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ. Ïðè ýòîì, êðîìå òèïîâûõ çàäà÷ ïðèâåäåíû
è çàäà÷è, òðåáóþùèå áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ìàòåðèàëà, â ÷àñòíîñòè, òàê íà-
çûâàåìûå �çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî�. Â êîíöå ïîñîáèÿ ïðèâåäåíû îòâåòû êî âñåì
�âû÷èñëèòåëüíûì� çàäà÷àì.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íàèáîëüøèé ýôôåêò îò ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ïî îñâîå-
íèþ êóðñà �Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà� äîñòèãàåòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü äàííîå ïîñî-
áèå âìåñòå ñ ó÷åáíèêîì [5]. Âíà÷àëå ñëåäóåò âíèìàòåëüíî èçó÷èòü òåîðåòè÷åñêèé
ìàòåðèàë ïî ýòîìó ó÷åáíèêó, ïîñëå ÷åãî ñëåäóåò ïåðåõîäèòü ê ðàçáîðó ïðèìåðîâ
íàñòîÿùåãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ, âîçâðàùàÿñü ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè ê òîìó èëè èíî-
ìó ðàçäåëó ó÷åáíèêà [5]. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ, â ðåøåíèÿõ ïðèìåðîâ ñîäåðæàòñÿ
ññûëêè íà òåîðåìû, ôîðìóëèðîâêè êîòîðûõ ïðèâåäåíû â [5] èëè íà ðàçäåëû, â êî-
òîðûõ èçëàãàåòñÿ ìàòåðèàë, íåîáõîäèìûé äëÿ ðåøåíèÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è. Òàêæå
ññûëêè íà ó÷åáíèê [5] ñîäåðæàòñÿ è â ïðèëàãàåìîì ñïèñêå îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé,
ïî ïðè÷èíå êðàòêîñòè êîììåíòàðèåâ ê îáîçíà÷åíèÿì â äàííîì ïîñîáèè. Ëèøü ïîñëå
òîãî, êàê äîñòèãíóòî ïðèíöèïèàëüíîå ïîíèìàíèå ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøå-
íèè ïðèìåðîâ, ñëåäóåò ïåðåõîäèòü ê ñàìîñòîÿòåëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ èç âòîðîé
÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçäåëà.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò øåñòü ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû è îõâàòûâàþùèõ
ñëåäóþùóþ òåìàòèêó.
1. Îñíîâû òåîðèè ìíîæåñòâ. Îòíîøåíèÿ è ôóíêöèè.
2. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû.
3. Äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè è áóëåâû àëãåáðû.
4. Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë.
5. Èçáðàííûå ðàçäåëû òåîðèè ãðàôîâ.
6. Àëãåáðà ëîãèêè.
Ê ñîæàëåíèþ, çàäà÷íèêîâ, îõâàòûâàþùèõ âñå ïåðå÷èñëåííûå ðàçäåëû, î÷åíü

ìàëî. Â êà÷åñòâå èñêëþ÷åíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè, ïîæàëóé, òîëüêî çàäà÷íèê
Ã.Ï. Ãàâðèëîâà è À.À.Ñàïîæåíêî [2, 3], îäíàêî, îí ïðåäíàçíà÷åí ñêîðåå äëÿ
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ñòóäåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ, ê òîìó æå ñî âðåìåíè ïîñëåäíåãî èçäàíèÿ ýòîãî çàäà÷íè-
êà ïðîøëî óæå 20 ëåò. Òàê ÷òî äàííîå ïîñîáèå â êàêîé-òî ñòåïåíè çàêðûâàåò ýòîò
ïðîáåë.

Â çàêëþ÷åíèå, àâòîð õîòåë áû âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòüþ À.Â.×å-
õîíàäñêèõ, ëþáåçíî ïðåäîñòàâèâøåìó ÷àñòü çàäà÷ äëÿ ýòîãî ïîñîáèÿ. Êðîìå òîãî,
àâòîð áóäåò áëàãîäàðåí çà ïðåäëîæåíèÿ è çàìå÷àíèÿ, âûñêàçàííûå ïî ïîâîäó äàí-
íîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ. Èõ ìîæíî îòïðàâëÿòü ïî àäðåñó algebra@nstu.ru.

E.Í.Ïîðîøåíêî



Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

δP � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ P (ñòð. 12, 21∗1);
ρP � îáëàñòü çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ P (ñòð. 12, 21∗);
idA �òîæäåñòâåííîå îòíîøåíèå, òî åñòü îòíîøåíèå {(x, x) |x ∈ A}
(ñòð. 20, 21∗);
[P ] � ìàòðèöà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ P (ñòð. 17, 34∗);
P(A) � áóëåàí (ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ) ìíîæåñòâà A (ñòð. 29,
15∗);
A1 × A2 × · · · × An � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ, òî åñòü ìíî-
æåñòâî {(a1, a2, . . . an) | a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An} óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ
äëèíû n, ïåðâûé ýëåìåíò êàæäîãî èç êîòîðûõ ëåæèò â ìíîæåñòâå A1,
âòîðîé � â ìíîæåñòâå A2 è òàê äàëåå. (ñòð. 10, 19∗);
An � äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà. Ïî îïðåäåëåíèþ
An = A× A× · · · × A︸ ︷︷ ︸

n ðàç
. (ñòð. 11, 19∗);

BA � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : A → B (ñòð. 37, 25∗);
N = {0, 1, 2, . . . } � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ñòð. 10, 14∗);
Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë (ñòð. 8, 14∗);
Q =

{
x

∣∣∣∣x =
p

q
; p, q ∈ Z, q 6= 0

}
� ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

(ñòð. 28, 14∗);
R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (ñòð. 9, 14∗);
C = {x+ yi |x, y ∈ R} � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (ñòð. 23, 14∗);
P + Si = {x + yi | x ∈ P, y ∈ S} (ñòð. 40), ãäå P è S � íåêîòîðûå ÷èñ-
ëîâûå ìíîæåñòâà;
P+ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë èç P (ñòð. 13);
P+

0 � ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë èç P (ñòð. 14);
P− � ìíîæåñòâî âñåõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë èç P (ñòð. 16), â ïîñëåäíèõ
òðåõ îáîçíà÷åíèÿõ P = N,Z,Q,R;
P∗ � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ÷èñåë èç P (ñòð. 19), çäåñü P =

1Çäåñü è äàëåå çíàêîì ∗ îòìå÷åíû íîìåðà ñòðàíèö, èç êíèãè [5]
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N,Z,Q,R,C;
nP+r � ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë ìíîæåñòâà P, äàþùèõ ïðè äåëåíèè íà n
îñòàòîê r (ñòð. 29), ãäå P = N èëè Z; â ÷àñòíîñòè, nP � ýòî ìíîæåñòâî
÷èñåë ìíîæåñòâà P êðàòíûõ n (ñòð. 8);
Zn � àëãåáðà 〈{0, 1, 2, . . . , n−1};⊕, ∗〉, ãäå a⊕ b è a∗ b îïðåäåëåíû, êàê
îñòàòêè îò äåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî a + b è ab íà n (ñòð. 42, 102∗),
Z∗n � ãðóïïà âñåõ îáðàòèìûõ (ïî óìíîæåíèþ) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Zn

(ñòð. 43),
â äâóõ ïîñëåäíèõ îáîçíà÷åíèÿõ n � öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå 1;
H � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ, òî åñòü ãðóïïà, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
âîñüìèýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {±1,±i,±j,±k} ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ,
îïðåäåëåííîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ij = k,
jk = −kj = i, ki = −ik = j; (ñòð. 43);
Cn � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà c n ýëåìåíòàìè (ñòð. 43), ãäå n � öåëîå ÷èñ-
ëî áîëüøåå 1;
F[x] � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
ìíîæåñòâà F (ñòð. 40);
Fn[x] � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n îò ïåðåìåííîé x ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç ìíîæåñòâà F (ñòð. 40);
F6n[x] � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n îò ïåðåìåííîé x ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç ìíîæåñòâà F (ñòð. 40);
Mn(F) � ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö n×n ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæå-
ñòâà F (ñòð. 40);
det A � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A (ñòð. 22);
O � íóëåâàÿ ìàòðèöà (ñòð. 40);
Tn � ãðóïïà ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà (ñòð. 43);
V3 � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå (ñòð. 22);
{x} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x (ñòð. 44);
(n,m) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë m è n (ñòð. 59, 97∗);
[n,m] � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë m è n (ñòð. 59, 98∗);
(u, v) � äóãà â ãðàôå, èäóùàÿ èç âåðøèíû u â âåðøèíó v (ñòð. 73,
118∗);
[u, v] � ðåáðî â ãðàôå, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû u è v (ñòð. 73, 119∗);
AG � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà G, òî åñòü ìàòðèöà, â êîòîðîé äëÿ
ëþáîé ïàðû ÷èñåë i è j íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò
åäèíèöà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå G åñòü äóãà (i, j), à íà
îñòàëüíûõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëè. (ñòð. 74, 121∗);
AG,k � ìàòðèöà ìàðøðóòîâ äëèíû k ãðàôà G, òî åñòü ìàòðèöà, â êî-



òîðîé äëÿ ëþáîé ïàðû ÷èñåë i è j íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî
ñòîëáöà ñòîèò ÷èñëî ìàðøðóòîâ äëèíû k, íà÷èíàþùèõñÿ â i-îé âåðøèíå
è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â j-îé. (ñòð. 84, 131∗);
BG � ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ãðàôà G (ñòð. 75, 122∗);
e(v) � ýêñöåíòðèñèòåò âåðøèíû v (ñòð. 89, 134∗);
ρ(v, u) � ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè v è u (ñòð. 92, 135∗).
r(G) � ðàäèóñ ãðàôà G (ñòð. 89, 135∗);
d(G) � äèàìåòð ãðàôà G (ñòð. 89, 134∗);
Kn � ïîëíûé n-âåðøèíèê, òî åñòü ãðàô, ó êîòîðîãî êàæäàÿ åãî âåðøè-
íà ñìåæíà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè G (ñòð. 93, 135∗);
Km,n � ïîëíûé äâóäîëüíûé (m,n)-âåðøèííèê, òî åñòü ãðàô, âåðøèíû
êîòîðîãî ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå, ñîîòâåòñòâåííî,
n è m âåðøèí, ïðè÷åì êàæäàÿ åãî âåðøèíà èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà ñìåæ-
íà ñî âñåìè âåðøèíàìè èç âòîðîãî. (ñòð. 91, 164∗).



Ãëàâà 1

Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

1.1 Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè

Ïðèìåð 1.1. Ìíîæåñòâî A = {ïîíåäåëüíèê, âòîðíèê, ñðåäà, ÷åòâåðã,
ïÿòíèöà, ñóááîòà, âîñêðåñåíüå} ñîñòîèò èç âñåõ äíåé íåäåëè, à ìíîæå-
ñòâî B = {x ∈ Z | x = 3y äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Z} � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ
öåëûõ ÷èñåë, êðàòíûõ òðåì. ¤
Ïðèìåð 1.2. Ïåðå÷èñëèòü âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

A =
{
1, 2, {1, 2}, {1}}.

Ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ: 1; 2; ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç 1, 2; ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç 1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
1 è ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç 1, � ýòî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
A1.

Ïðèìåð 1.3. Äëÿ ìíîæåñòâà A = {1, 2, 3} íàéòè åãî áóëåàí
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî áóëåàíîì ìíîæåñòâà A, òî åñòü ìíî-
æåñòâîì åãî ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ

P(A) =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, A}

.

Ïðèìåð 1.4. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî 6Z ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà 3Z.
Ðåøåíèå. Ïóñòü x � ýëåìåíò ìíîæåñòâà 6Z, òî åñòü x äåëèòñÿ íà 6,
òîãäà x = 6y äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà y. Èìååì 6y = 3(2y), ïðè÷åì

1Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî, íàïðèìåð, êàê ìåøîê, â êîòîðîì �ëåæàò� åãî ýëåìåíòû.
Òîãäà 1 ýòî ïðîñòî ýëåìåíò �ëåæàùèé� â ìåøêå, ñèìâîëèçèðóùåì ìíîæåñòâî A, à ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç 1 �- ýòî ìåøîê, â êîòîðîì �ëåæèò� 1, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, �ëåæèò� ìåøêå,
ñèìâîëèçèðóþùåì ìíîæåñòâî A.

8
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2y öåëîå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x äåëèòñÿ íà 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà 3Z, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèìåð 1.5. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà A = {x ∈ R | | tg x| = 1} è
B =

{
x

∣∣∣∣ x =
(2m + 1)π

4
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà m

}
ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ A. Òîãäà | tg x| = 1, òî åñòü tg x = 1 èëè
tg x = −1. Â ïåðâîì ñëó÷àå, ðåøàÿ óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

x =
π

4
+ πn =

(4n + 1)π

4
=

(2(2n) + 1)π

4
.

Âî âòîðîì ñëó÷àå �

x =
3π

4
+ πk =

(2(2k + 1) + 1)π

4
.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî A ⊆ B.
Ïóñòü òåïåðü x ∈ B, òî åñòü x =

(2m + 1)π

4
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî

÷èñëà m. Âû÷èñëèâ çíà÷åíèå tg x, ïîëó÷àåì, tg x = 1, åñëè m ÷åòíî èëè
tg x = −1, åñëè m íå÷åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, B ⊆ A, ÷òî è çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè
Ïðèìåð 1.6. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è C âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî èìå-
þò ìåñòî äâà âêëþ÷åíèÿ: A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) è
(A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

Ïóñòü x ∈ A ∪ (B ∩ C). Òîãäà x ∈ A, èëè x ∈ B ∩ C.
Åñëè x ∈ A, òî î÷åâèäíî, x ∈ A ∪ B è x ∈ A ∪ C. Ñëåäîâàòåëüíî,

x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
Åñëè æå x 6∈ A, òî x ∈ B ∩ C. Çíà÷èò x ∈ B è x ∈ C. Ïîëó÷àåì

x ∈ A ∪B è x ∈ A ∪ C, òî åñòü x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C). Òàêèì îáðàçîì,
A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Ïóñòü òåïåðü x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Òîãäà x ∈ A ∪ B è x ∈ A ∪ C.
Òàê êàê x ∈ A ∪B, ïîëó÷àåì x ∈ A èëè x ∈ B.

Åñëè x ∈ A, òî x ∈ A ∪ (B ∩ C).
Åñëè æå x 6∈ A, òî x ∈ B è â ñèëó òîãî, ÷òî x ∈ A∪C, ïîëó÷àåì x ∈ C.

Çíà÷èò x ∈ B ∩C, òî åñòü x ∈ A∪ (B ∩C). Òî åñòü (A∪B)∩ (A∪C) ⊆
A ∪ (B ∩ C).

Èç äîêàçàííîãî ïîëó÷àåì A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
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Ïðèìåð 1.7. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî A ∩ (B\A) = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ëþáîãî ìíîæåñòâà, íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî A∩ (B\A) íå ñîäåðæèò
íè îäíîãî ýëåìåíòà, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ∅.

Ïóñòü x ∈ A ∩ (B\A). Òîãäà x ∈ A è x ∈ B\A. Îäíàêî, èç âòîðîãî
âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x ∈ B è x 6∈ A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó
âûðàæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî âêëþ÷åíèå A ∩ (B\A) ⊆ ∅, à
âìåñòå ñ íèì è ðàâåíñòâî A ∩ (B\A) = ∅.

Ïðèìåð 1.8. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è C âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ (A ∩B)×C. Òîãäà x = (y, z), ïðè÷åì y ∈
(A ∩ B), à z ∈ C. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y ∈ A è y ∈ B. Ñîîòâåòñòâåííî,
x = (y, z) ∈ A×C è x ∈ B×C. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ (A×C)∩ (B×C).
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî (A ∩B)× C ⊆ (A× C) ∩ (B × C)

Ïóñòü x ∈ (A×C) ∩ (B ×C), ïðè÷åì x ∈ A×C è x ∈ B ×C. Òîãäà
x = (y, z) è èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî y ∈ A è z ∈ C, à
èç âòîðîãî, ÷òî y ∈ B è z ∈ C. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì y ∈ A ∩ B è
z ∈ C, ñëåäîâàòåëüíî x ∈ (A∩B)×C. Ïîëó÷èëè, ÷òî (A×C)∩(B×C) ⊆
(A ∩ B)× C. Ñëåäîâàòåëüíî, (A ∩ B)× C = (A× C) ∩ (B × C), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

1.1. Çàäà÷è

1.1.1. Ïåðå÷èñëèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâ:
à) A = {x ∈ N |x2 − 5x 6 14}; á) B =

{
x ∈ Z

∣∣∣∣
1

5
< 3x 6 9

}
;

â) A ∪B; ã) A ∩B; ä) A\B; å) B\A.
1.1.2. Ïåðå÷èñëèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâ:
à) A =

{
x ∈ Z

∣∣∣∣ log3 |x| 6 1, 2x >
1

6

}
; á) B = {x ∈ N

∣∣ |x + 2| < 4};
â) A ∪B; ã) A ∩B; ä) A\B; å) B\A.
1.1.3. Äàíû ìíîæåñòâà A = [−2, 4), B = [0, 6). Íàéòè:
a) A ∪B; á) A ∩B; â) A\B; ã) B\A.
1.1.4. Äàíû ìíîæåñòâà A = [−3, 5), B = (−1, 2]. Íàéòè:
a) A ∪B; á) A ∩B; â) A\B; ã) B\A.
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1.1.5. Íàéòè
∞⋂

i=1

Ai, åñëè:

a) Ai = [i,∞); á) Ai =

(
1− 1

i
, 1 +

1

i

)
.

1.1.6. Íàéòè
∞⋃
i=1

Ai, åñëè:

a) Ai = (−i, i); á) Ai =

[
−2 +

1

i
, 2− 1

i

]
.

1.1.7. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà, èñïîëüçóÿ òîëüêî îïðåäåëåíèÿ
îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè:
à) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C); á) A ∪B = B\A;
â) A ∪B = A ∪ (B\A); ã) A⊕B = (A ∪B)\(A ∩B);
ä) (A\B) ∩ (B\A) = ∅; å) (A\B)\C = (A\C)\B;
æ) (A\B) ∩ C = (A ∩ C)\B.
1.1.8. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
a) A ⊆ B, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∪B = B;
á) A ⊆ B, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∩B = A;
â) åñëè A ∩B = ∅, òî A ∪B = (A\B) ∪ (B\A).
1.1.9. Äàíû ìíîæåñòâà A è B. Ïåðå÷èñëèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

A×B:
à) A =

{
1, 2, {2}}, B =

{
a, b, {a, b}};

á) A =

{
∅, {∅}, {∅, {∅}}

}
, B =

{
∅, {∅}, {{∅}}

}
.

1.1.10. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
à) (A⊕B)× C = (A× C)⊕ (B × C);
á) (A\B)× (C\D) = (A× C)\(B ×D);
â) (A× C) ∩ (B ×D) =

(
(A ∩B)× (C ∪D)

) ∩ (
(A ∪B)× (C ∩D)

)
;

ã) (A ∪B)× (C ∪D) = (A× C) ∪ (B ×D);
ä) A×B = (A×B) ∪ (A×B) ∪ (A×B).

1.2 Îòíîøåíèÿ è ôóíêöèè

Ïðèìåð 1.9. Ïåðå÷èñëèòü âñå ýëåìåíòû îòíîøåíèÿ P ⊆ N2, åñëè P =
{(x, y) |x + y 6 4, xy äåëèòñÿ íà 4}.
Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

P = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (1, 0), (2, 0), (2, 2), (3, 0), (4, 0)}.
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Ïðèìåð 1.10. Ïóñòü A = B = {1, 2, 3, 4}, à P = {(1, 3), (2, 2), (2, 4),
(3, 1), (3, 2), (4, 3)}. Èçîáðàçèòü ýòî îòíîøåíèå ãðàôè÷åñêè òðåìÿ ñïîñî-
áàìè (â âèäå òî÷åê íà �êîîðäèíàòíîé� ïëîñêîñòè, ïðè ïîìîùè ñòðåëîê
íà îäíîì è íà äâóõ ýêçåìïëÿðàõ ìíîæåñòâà A, ñì. [5], ñòð. 20�21).

Ðåøåíèå. Ãðàôè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äàííîãî îòíîøåíèÿ èçîáðàæåíû
íà ñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ:
1.
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Ïðèìåð 1.11. Ïóñòü A = {1, 2, 3, 4}, B = {1, 2, 3} è P ⊆
A × B � áèíàðíîå îòíîøåíèå, îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
P = {(1, 2), (1, 3), (2, 2), (4, 3)}. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ (δP = {x ∈
A | (x, y) ∈ P äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ B}) è îáëàñòü çíà÷åíèÿ (ρP = {y ∈
B | (x, y) ∈ P äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ A}) îòíîøåíèÿ P . Íàéòè P−1.

Ðåøåíèå. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïåðâûõ êîîðäè-
íàò âñåõ ïàð îòíîøåíèÿ P , òî åñòü δP = {1, 2, 4}. Îáëàñòüþ çíà-
÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âòîðûõ êîîðäèíàò âñåõ ïàð ýòîãî îòíî-
øåíèÿ, òî åñòü ρP = {2, 3}. ×òîáû íàéòè P−1, äîñòàòî÷íî ïîìå-
íÿòü â êàæäîé ïàðå ïåðâóþ è âòîðóþ êîîðäèíàòó, òî åñòü P−1 =
{(2, 1), (3, 1), (2, 2), (3, 4)}.

Ïðèìåð 1.12. Ïóñòü P,Q ⊆ R2 � áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, îïðåäåëåííûå
ñëåäóþùèì îáðàçîì: P = {(x, y) | x+ y ÷åòíî}, Q = {(u, v) | v−u = 1}.
Íàéòè P ◦Q.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî P = {(2k + 1, 2l + 1) | k, l ∈ N} ∪
{(2n, 2m) |n,m ∈ N}, òî åñòü P ñîñòîèò èç ïàð ÷èñåë îäèíàêîâîé ÷åò-
íîñòè. Òàêæå, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî Q = {(s, s + 1) | s ∈ N}. Ïóñòü ïàðà
(x, z) ∈ P ◦Q. Òîãäà, ïàðà (y, z) ∈ Q â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
y = z− 1. Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì z > 1. Èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ P
ñëåäóåò, ÷òî x ìîæåò áûòü ëþáûì ïðè óñëîâèè, ÷òî x è z−1 îäíîé ÷åò-
íîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, x è z � ÷èñëà ðàçíîé ÷åòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì P ◦Q = {(x, z) | z > 1, x + z íå÷åòíî}.
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Ïðèìåð 1.13. Ïóñòü P,Q ⊆ R2 � áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, îïðåäåëåííûå
ñëåäóþùèì îáðàçîì: P = {(x, y) |x2 + 2y 6 3}, Q = {(u, v) | √u + 2v =
6}. Íàéòè P ◦Q.
Ðåøåíèå. Ïóñòü (x, z) ∈ P ◦Q. Èç îïðåäåëåíèÿ Q ñëåäóåò, ÷òî (y, z) ∈ Q

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà √y = 6− 2z. Òàê êàê 6− 2z > 0, ïîëó÷àåì
z 6 3. Ñîîòâåòñòâåííî, y = (6 − 2z)2 = 36 − 24z + 4z2. Äàëåå, òàê êàê
ïàðà (x, 36 − 24z + 4z2) ∈ P , ïîëó÷àåì x2 + 2(36 − 24z + 4z2) 6 3 èëè
x2 +8z2−48z +69 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, P ◦Q = {(x, z) | x2 +8z2−48z +
69 6 0, z 6 3}.
Ïðèìåð 1.14. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ â äàííîé àóäèòîðèè,
B � ìíîæåñòâî ïàðò â ýòîé æå àóäèòîðèè. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèåé èç
A â B îòíîøåíèå f , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ñòóäåíòó ïàðòó,
çà êîòîðîé îí ñèäèò? ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèåé ïðàâèëî g, ñòàâÿùåå â
ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðòå ñòóäåíòà, ñèäÿùåãî çà íåé?
Ðåøåíèå. Îòíîøåíèå f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé2. Îòíîøåíèå g ôóíêöèåé íå
ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê çà îäíîé ïàðòîé ìîæåò ñèäåòü áîëåå îäíîãî ñòóäåíòà.

Ïðèìåð 1.15. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèåé èç ìíîæåñòâà R â ñåáÿ îòíîøå-
íèå f , çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(x) = 2x2 + 7?
Ðåøåíèå. Ðåçóëüòàò êàæäîé èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è âîç-
âåäåíèÿ â êâàäðàò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäíûìè ÷èñëàìè (ñëà-
ãàåìûìè èëè ñîìíîæèòåëÿìè) è ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, åñ-
ëè èñõîäíûå ÷èñëà áûëè äåéñòâèòåëüíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîä-
ñòàíîâêå âìåñòî x ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Çíà÷èò f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé.
Ïðèìåð 1.16. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèåé èç ìíîæåñòâà R+ = (0,∞) â
ìíîæåñòâî R îòíîøåíèå f ⊆ R+×R, îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f = {(x, y) | x = |y|}?
Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x ñóùåñòâóþò äâà
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ y, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (îäíî èç êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à äðóãîå � îòðèöàòåëüíûì). Íàïðèìåð, |2| =
| − 2| = 2. Çíà÷èò çíà÷åíèþ x = 2 äîëæíû áûòü ïîñòàâëåíû â ñî-
îòâåòñòâèå çíà÷åíèÿ y = 2 è y = −2. Ñëåäîâàòåëüíî, f íå ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì.

2Êîíå÷íî, ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé ñòóäåíò ñèäèò çà êàêîé-ëèáî ïàðòîé, à íå ïðîñòî íà ïîëó.
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Ïðèìåð 1.17. Íàéòè îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f : R→ R, îïðå-
äåëåííîãî ïî ïðàâèëó f(x) = x2.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî f(R) = ρf = R+
0 .

Ïðèìåð 1.18. ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå f èç ïðèìåðà 1.14 ÿâëÿåòñÿ
èíúåêòèâíûì? Ñþðúåêòèâíûì? Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà â îá-
ùåì ñëó÷àå ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ f áóäåò èíúåêòèâíûì
(ñþðúåêòèâíûì).

Ðåøåíèå. Åñëè íåò ïóñòóþùèõ ïàðò, òî îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî è,
åñëè íè çà êàêîé ïàðòîé íå ñèäèò 2 èëè áîëåå ñòóäåíòîâ, òî îòîáðàæå-
íèå èíúåêòèâíî. Â îáùåì æå ñëó÷àå, äàííîå îòîáðàæåíèå,î÷åâèäíî, íå
ÿâëÿåòñÿ íè èíúåêòèâíûì, íè ñþðúåêòèâíûì.

Ïðèìåð 1.19. Ïðîâåðèòü, ÷òî
à) ôóíêöèÿ f èç ïðèìåðà 1.17 íå ÿâëÿåòñÿ íè èíúåêòèâíîé, íè ñþðúåê-
òèâíîé;
á) ôóíêöèÿ g : [−1, 1] → [0, 1], òàêàÿ ÷òî g(x) = |x|, ÿâëÿåòñÿ ñþðúåê-
òèâíîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé;
â) ôóíêöèÿ h : N→ N, òàêàÿ ÷òî h(x) = x2, ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé, íî
íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîé;
ã) ôóíêöèÿ k : R→ R îïðåäåëåííàÿ ïî ïðàâèëó k(x) = 2x−4 ÿâëÿåòñÿ
áèåêòèâíîé.

Ðåøåíèå. à) Òî, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîé, áûëî äîêà-
çàíî â ïðèìåðå 1.17. Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî, íàïðèìåð f(1) = f(−1) =
1, à çíà÷èò f íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.
á) Ïóñòü y ∈ [0, 1]. Íàéäåì òàêîå ÷èñëî x, ÷òîáû |x| = y. Î÷åâèä-
íî, ÷òî x = ±y, òî åñòü g(y) = g(−y) = y, ÷òî è äîêàçûâàåò ñþðú-
åêòèâíîñòü. Ôóíêöèÿ g íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé, òàê êàê, íàïðèìåð,
g(1) = g(−1) = 1.
â) Ïóñòü x1, x2 ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h(x1) = h(x2), òî åñòü x2

1 =
x2

2 = y. Ïðîîáðàçàìè ýëåìåíòà y ìîãóò áûòü ÷èñëà ±√y, íî −√y 6 0.
Ïîýòîìó, åñëè y > 0, òî òîëüêî îäíî èç ÷èñåë √y,−√y ìîæåò áûòü
íàòóðàëüíûì, ñëåäîâàòåëüíî x1 = x2, åñëè y = 0, òî î÷åâèäíî, òî-
æå ñóùåñòâóåò ëèøü îäèí ïðîîáðàç ýòîãî ýëåìåíòà, à èìåííî ÷èñëî 0,
ñëåäîâàòåëüíî ñíîâà x1 = x2. Ôóíêöèÿ h íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîé,
ïîòîìó ÷òî, íàïðèìåð, ÷èñëî 2 íå èìååò ïðîîáðàçà (íå ñóùåñòâóåò íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà a, òàêîãî ÷òî χ(a) = a2 = 2).
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ã) Ïóñòü x1, x2 ∈ R. Ïóñòü k(a1) = k(a2). Òîãäà èìååì
2x1 − 4 = 2x2 − 4
2x1 = 2x2

x1 = x2,

÷òî äîêàçûâàåò èíúåêòèâíîñòü. Òåïåðü ôèêñèðóåì ýëåìåíò y ∈ R. Äî-
êàæåì, ÷òî ïðîîáðàç ýòîãî ýëåìåíòà íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì.
Èòàê, ïóñòü k(x) = y. Ïîëó÷èì

2x− 4 = y

2x = y + 4

x =
y + 4

2
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèå x ìîæíî âû÷èñëèòü äëÿ ëþáîãî äåéñòâè-
òåëüíîãî ÷èñëà y. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíò x, òàêîé ÷òî k(x) = y, ÷òî äîêàçûâàåò ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæå-
íèÿ k. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî.

Ïðèìåð 1.20. Ïóñòü f : R → R è g : R → R ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå
ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(x) = sin(2x− 3), g(x) =

√
x2 + 1. Íàéòè f ◦ g è

g ◦ f .

Ðåøåíèå.
(f ◦ g)(x) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = f(g(x)) =

= g(sin(2x− 3)) = = f(
√

x2 + 1) =

=
√

sin2(2x− 3) + 1; = sin(2
√

x2 + 1− 3).

1.2. Çàäà÷è

1.2.1. Äàíî ìíîæåñòâî A = {0, 1, 2, 3, 4}. Îòíîøåíèå P ⊆ A3 çàäà-
íî ïî ïðàâèëó: P = {(x, y, z) |x + y = z}. Ïåðå÷èñëèòü âñå ýëåìåíòû
îòíîøåíèÿ P .
1.2.2. Äàíû ìíîæåñòâà A = {0, 1, 2, 3} è B = {0, 1, 2}. Îòíîøåíèå P ⊆
A×B çàäàíî ïî ïðàâèëó: P = {(x, y) |x+y äåëèòñÿ íà 3}. Èçîáðàçèòü P
ãðàôè÷åñêè (äâóìÿ ñïîñîáàìè). ßâëÿåòñÿ ëè ýòî îòíîøåíèå ôóíêöèåé?
ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèåé îòíîøåíèå P−1?
1.2.3. Äàíû ìíîæåñòâà A, B = R. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèåé îòíîøåíèå

P ⊆ A×B, åñëè
à) A = R+

0 , P = {(x, y) |x = y2};
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á) A = R, P = {(x, y) | y = x3 + 4};
â) A = R, P = {(x, y) | y = 4

√
x + 1};

ã) A = R+, P = {(x, y) | y = 4
√

x + 1};
ä) A = R+, P = {(x, y) | y = ln x + 3}. Â ñëó÷àå, åñëè P ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì, íàéòè ρP .
1.2.4. Ïóñòü P îòíîøåíèå, çàäàííîå ïî ïðàâèëó P = {(x, y) | x � ñòó-
äåíò èç ÍÃÒÓ, y � ìîáèëüíûé îïåðàòîð, óñëóãàìè êîòîðîãî ïîëüçóåò-
ñÿ ñòóäåíò x}. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ P ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé?
1.2.5. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå P ⊆ R × R, çàäàííîå ïî ïðàâèëó

P = {(x, y) |x2 = y +1}, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ôóíêöèÿ
èíúåêòèâíîé? Ñþðúåêòèâíîé?
1.2.6. Îïðåäåëèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ôóíêöèè èíúåêòèâíûìè,
ñþðúåêòèâíûìè, áèåêòèâíûìè:
a) f : R→ R, f(x) = (x2 − 1)2;
á) f : R→ R+, f(x) = ln(|x|+ 1);
â) f : (−3,∞) → R, f(x) = ln(x + 3);
ã) f : R→ R, f(x) = ex−1 − 4;
ä) f : R→ R, f(x) = x + |x|;
å) f : R− → R+, , f(x) = x2;
æ) f : Z→ {0, 1, 2, . . . , n− 1}, f(x) � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ x íà n;

ç) f : [0,∞) → R, f(x) =

{
ln x, åñëè x 6= 0

0, åñëè x = 0
;

è) f : R → R, f(x) =





1

x
, åñëè x 6= 0

0, åñëè x = 0
. Åñëè f áèåêòèâíî, íàéòè

îáðàòíîå ê íåìó.
1.2.7. Ïóñòü f(x) =

2x− 3

x + 4
.

à) íàéòè íàèáîëüøåå ìíîæåñòâî A ⊆ R, òàêîå ÷òî f : A → R ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé;
á) íàéòè ìíîæåñòâî B ⊆ R, òàêîå ÷òî f : A → B ñþðúåêòèâíî;
â) äîêàçàòü, ÷òî f : A → B èíúåêòèâíî;
ã) íàéòè f−1.
1.2.8. Äàíû ôóíêöèè f, g : R→ R.
à) íàéòè f ◦ g è g ◦ f , åñëè f(x) = ex2

+ x, g(x) = sin(x2 + 3);
á) íàéòè f ◦ g è g ◦ f , åñëè f(x) =

√
x2 + 3, g(x) = ln(x4 + x2 + 1);

â) íàéòè f ◦ g ◦ f , åñëè f(x) = e|x|, g(x) = arctg(x2)
ã) íàéòè f ◦ g ◦ f , åñëè f(x) = ln(|x|+ 1), g(x) = x5.
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1.2.9. Äàíû îòíîøåíèÿ P, Q ⊆ A× A. Âû÷èñëèòü îòíîøåíèÿ P ◦Q è
Q ◦ P , åñëè:
a) A = N, P = {(x, y) |x + y − íå÷åòíîå}, Q = {(u, v) |uv − ÷åòíîå};
á) A = N, P = {(x, y) |x + y äåëèòñÿ íà 3},
Q = {(u, v) |u + 2v äåëèòñÿ íà 3};
â) A = N, P = {(x, y) |x + y äåëèòñÿ íà 3}, Q = {(u, v) |u = 2v};
ã) A = R, P = {(x, y) |x + y2 > 1}, Q = {(u, v) |u =

√
v + 1}.

1.3 Ìàòðèöû áèíàðíûõ îòíîøåíèé.
Ñïåöèàëüíûå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ

Ïðèìåð 1.21. Ïóñòü A = {1, 2, 3, 4}, B = {1, 2, 3}, P ⊆ A × B îòíî-
øåíèå, çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
P = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 3), (4, 2), (4, 3)}. Íàéòè [P ] �
ìàòðèöó îòíîøåíèÿ P .

Ðåøåíèå. Ïîñòàâèâ åäèíèöû â òåõ êëåòêàõ, íîìåðà ñòðîêè è ñòîëáöà
äëÿ êîòîðûõ, âçÿòûå â óêàçàííîì ïîðÿäêå, îáðàçóåò ïàðû, ëåæàùèå â P

è çàïîëíèâ âñå îñòàëüíûå ïîçèöèè ìàòðèöû íóëÿìè, ïîëó÷àåì èñêîìóþ
ìàòðèöó

[P ] =




1 1 1
1 0 0
0 0 1
0 1 1


 .

Ïðèìåð 1.22. Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B, à òàêæå îòíîøåíèå P îïðåäå-
ëåíî êàê â ïðèìåðå 1.21, è ïóñòü Q ⊆ A × B îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì Q = {(1, 1), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (4, 2)}. Íàéòè [Q]. Íàéòè
ìàòðèöû [P ∩Q] è [P ∪Q].

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 1.21 ïîëó÷àåì

[Q] =




1 0 0
1 1 1
1 0 0
0 1 0


 .
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Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì

[P ∪Q] = [P ] + [Q] =




1 1 1
1 0 0
0 0 1
0 1 1


 +




1 0 0
1 1 1
1 0 0
0 1 0


 =




1 1 1
1 1 1
1 0 1
0 1 1




[P ∩Q] = [P ] ∗ [Q] =




1 1 1
1 0 0
0 0 1
0 1 1


 ∗




1 0 0
1 1 1
1 0 0
0 1 0


 =




1 1 1
1 1 1
1 0 1
0 1 1




(ñì. [5], � 1.5).

Ïðèìåð 1.23. Ïóñòü P ⊆ R2 � áèíàðíîå îòíîøåíèå, çàäàííîå ïî ïðà-
âèëó P = {(x, y) | x3 < y + 1}. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî îòíîøåíèå
ðåôëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷íûì, àíòèñèììåòðè÷íûì, òðàíçèòèâíûì.

Ðåøåíèå. Ðåôëåêñèâíîñòü. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî
(x, x) ∈ P äëÿ âñåõ x ∈ R, òî åñòü íàäî ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî
x3 < x + 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, íà-
ïðèìåð, äëÿ x = 2, çíà÷èò P íå ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì.
Ñèììåòðè÷íîñòü. Íàäî ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî èç x3 < y + 1 ñëåäóåò
y3 < x + 1. Îòìåòèì, ÷òî åñëè u > 1, òî u 6 u3. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
y > 1, òî èìååì x3 < y + 1 6 y3 + 1 < x + 2, îäíàêî, åñëè x, íàïðèìåð,
ðàâåí 2, òî 23 = 8 > 4 = 2 + 2. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûáðàòü y > 1,
òàêîé ÷òî x3 < y + 1, òî íåðàâåíñòâî y3 < x + 1 íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.
Âîçüìåì, íàïðèìåð, y = 8. Î÷åâèäíî, ÷òî 23 = 8 < 9 = 8 + 1, íî
83 = 512 > 3 = 2 + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, P íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì.
Àíòèñèììåòðè÷íîñòü. Ïóñòü x3 < y+1, y3 < x+1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî 0 < u < 1 âûïîëíåíî 0 < u3 < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè x è
y � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà (0, 1), òî 0 <

x3 < 1 è 0 < y3 < 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x + 1 > 1 è y + 1 > 1. À çíà÷èò
x3 < y + 1, à y3 < x + 1. Òàêèì îáðàçîì, P � íå àíòèñèììåòðè÷íîþ
Òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü x3 < y + 1 è y3 < z + 1. Åñëè y > 1, òî y3 > y,
ïîëó÷àåì x3 < y + 1 6 y3 + 1 < z + 2. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèòñÿ ÿñíî,
÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü x, y, z òàê, ÷òîáû z + 1 6 x3 < z + 2. Ïðè ýòîì
y3 äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî áëèçêî ê y (y3 − y < 1), òî åñòü y íóæíî
âûáðàòü äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê 1. Äàëåå, ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê ìîæíî
ïîäîáðàòü x, y è z íà êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òðàíçèòèâíîñòè.
Íàïðèìåð, x = 1,2, y = 1, z = 0,1. Òîãäà 1,23 = 1,728 < 2 = 1 + 1 è
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13 = 1 < 1,1 = 0,1 + 1, íî 1,23 = 1,728 > 1 = 0,1 + 1. À çíà÷èò P íå
ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì.

×òîáû ïîñòðîèòü ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî P íåòðàíçèòèâíî,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè
0 6 u < 1, òî 0 6 u3 < 1, à u > 1. Òàêèì îáðàçîì, êàêîâû áû íè
áûëè x, y ∈ [0, 1), (x, y) ∈ P . Çíà÷èò ìîæíî ïîïðîáîâàòü âûáðàòü x

äîñòàòî÷íî áîëüøîå, à y, íàîáîðîò, äîñòàòî÷íî áëèçêî ê 0. Òîãäà êà-
æåòñÿ âîçìîæíûì âûáðàòü z < 0, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû x3 < z + 1.
Îïÿòü æå, ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìîæíî âçÿòü,
íàïðèìåð, òàêèå ÷èñëà: x = 0,9, y = 0, z = −0,9. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì
0,93 = 0,729 < 1 = 0 + 1 è 03 = 0 < 0,271 = −0,729 + 1. Îäíàêî,
0,93 = 0,729 > 0,271 = −0,729 + 1.3

Ïðèìåð 1.24. ßâëÿåòñÿ ëè áèíàðíîå îòíîøåíèå P ⊆ N2, çàäàííîå ïî
ïðàâèëó P = {(x, y) |x = yn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N}, ðåôëåêñèâíûì,
ñèììåòðè÷íûì, àíòèñèììåòðè÷íûì, òðàíçèòèâíûì?
Ðåøåíèå. Ðåôëåêñèâíîñòü. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî x = xn. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x, åñëè n = 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî P ðåôëåêñèâíî.
Ñèììåòðè÷íîñòü. Ïóñòü x = yn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Íåîáõîäèìî
ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî y = xm äëÿ íåêîòîðîãî m.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî u > 1 âûïîëíåíî uk > u äëÿ k ∈ N∗. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè, íàïðèìåð, n = 2, à y = 2, òî x = 4 > y, íî â ýòîì ñëó÷àå
äîëæíî áûòü 2 = 4m äëÿ íåêîòîðîãî m. Îäíàêî, â ñèëó äîêàçàííîãî,
åñëè m ∈ N∗, òî 2 < 4 6 4m. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé m = 0, ÷òî
ëåãêî ñäåëàòü íåïîñðåäñòâåííî: 2 6= 1 = 40. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì,
÷òî P íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì.
Àíòèñèììåòðè÷íîñòü. Ïóñòü x = yn, à y = xm. Èìååì x = yn = (xm)n =
xnm. Ñëåäîâàòåëüíî x(1−xnm−1) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî x = 0, ëèáî
xnm−1 = 1, òî åñòü ëèáî mn 6= 1 è x = 1 (òàê êàê ðàññìàòðèâàåì
x ∈ N, äðóãèõ ðåøåíèé ó óðàâíåíèÿ xnm−1 áûòü íå ìîæåò), ëèáî mn =
1.Ðàññìîòðèì âñå òðè ñëó÷àÿ.

Åñëè x ðàâíî 0, òî èìååì y = 0m äëÿ íåêîòîðîãî m, çíà÷èò y = 0 è
äëÿ ëþáîãî n ∈ N∗ âûïîëíåíî x = yn, òàê êàê 0 = 0n.

Åñëè x = 1, òî èìååì y = 1m = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåä-
ëèâî x = yn, òàê êàê 1 = 1n.

3Âîîáùå ãîâîðÿ, âïîëíå äîñòàòî÷íî îäíîãî ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùåãî, ÷òî òî èëè èíîå ñâîéñòâî
ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Äâà ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî P íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì äàíû ñ öåëüþ
ïîêàçàòü, ÷òî ïðèéòè ê öåëè ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
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Ïóñòü òåïåðü nm = 1, çíà÷èò m = n = 1. Ïîëó÷àåì x = y1 è y = x1,
òî åñòü x = y.

Èòàê, âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èëè, ÷òî èç x = yn è y = xm äëÿ
íåêîòîðûõ m,n ∈ N, ñëåäóåò x = y. Òàêèì îáðàçîì, P àíòèñèììåòðè÷-
íî.
Òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü x = yn è y = zm äëÿ íåêîòîðûõ n,m ∈ N, òîãäà
ïîëó÷àåì x = yn = (zm)n = zmn. Çíà÷èò x = zk, ãäå k = mn (èìååì
mn ∈ N, êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). Ñëåäîâàòåëüíî,
P òðàíçèòèâíî.
Ïðèìåð 1.25. Ïóñòü A = {1, 2, 3, 4}, à P ⊆ A2 � áèíàðíîå îòíîøåíèå,
îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P = {(1, 3), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (3, 4), (4, 1)}.
Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî îòîáðàæåíèå ðåôëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷-
íûì, àíòèñèììåòðè÷íûì, òðàíçèòèâíûì.
Ðåøåíèå. Íàéäåì ìàòðèöó îòíîøåíèÿ P , òî åñòü ìàòðèöó [P ] =
(pij)4×4:

[P ] =




0 0 1 0
1 0 1 1
0 0 0 1
1 0 0 0


 .

Î÷åâèäíî, ÷òî [idA] 6⊆ [P ], òàê êàê

[idA] =




1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

à íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû [P ] åñòü ýëåìåíòû, íå ðàâíûå 1 (áîëåå
òîãî, â äàííîì ïðèìåðå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû [P ] âîîáùå íåò
åäèíèö). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó [5], � 1.5, P íå ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì.

Íàéäåì ìàòðèöó [P ]T = (qij)4×4:

[P ]T =




0 1 0 1
0 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0


 6= [P ],

òàê êàê, íàïðèìåð, p1,2 6= q1,2, à çíà÷èò, ñîãëàñíî [5], � 1.5 P íå ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì.



1.3. Ìàòðèöû áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Ñïåöèàëüíûå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ 21

Äàëåå, èìååì

[P ] ∗ [P ]T =




0 0 1 0
1 0 1 1
0 0 0 1
1 0 0 0


 ∗




0 1 0 1
0 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0


 =

=




0 · 0 0 · 1 1 · 0 0 · 1
1 · 0 0 · 0 1 · 0 1 · 0
0 · 1 0 · 1 0 · 0 1 · 0
1 · 0 0 · 1 0 · 1 0 · 0


 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 ⊆ [idA].

Ñëåäîâàòåëüíî, îïÿòü æå â ñèëó [5], � 1.5, P àíòèñèììåòðè÷íî.
Íàêîíåö, íàéäåì [P ] ◦ [P ] = (sij)4×4.

[P ] ◦ [P ] =




0 0 1 0
1 0 1 1
0 0 0 1
1 0 0 0


 ◦




0 0 1 0
1 0 1 1
0 0 0 1
1 0 0 0


 =

=




0 0 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 0 1 0


 6⊆




0 0 1 0
1 0 1 1
0 0 0 1
1 0 0 0


 ,

òàê êàê, íàïðèìåð, s1,4 = 1, à p1,4 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå P íå
ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì (ýòî îïÿòü æå ñëåäóåò èç [5], � 1.5).

1.3. Çàäà÷è

1.3.1. Ïóñòü A = {0, 1, 2, 3}. Äàíî îòíîøåíèå P ⊆ A2. Íàéòè ìàòðèöû
P è P−1. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îòíîøåíèå P ðåôëåêñèâíûì, ñèììåò-
ðè÷íûì, àíòèñèììåòðè÷íûì, òðàíçèòèâíûì:
à) P = {(0, 0), (1, 0), (1, 3), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 3)};
á) P = {(0, 0), (0, 2), (0, 3), (1, 1), (2, 0), (2, 2), (2, 3), (3, 0), (3, 2), (3, 3)};
â) P = {(0, 0), (0, 2), (1, 1), (1, 3), (2, 0), (2, 2), (3, 1), (3, 3)};
ã) P = {(0, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 2), (3, 0), (3, 3)}.
1.3.2. Äàíû ìíîæåñòâî A è îòíîøåíèå P ⊆ A2. Íàéòè îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ P . ßâëÿåòñÿ ëè ýòî îòíîøåíèå
ðåôëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷íûì, àíòèñèììåòðè÷íûì, òðàíçèòèâíûì, åñ-
ëè:
à) A = R, P = {(x, y) |x < y};
á) A = R, P = {(x, y) |x3 < y5};
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â) A = N, P = {(x, y) |x + y êðàòíî 3};
ã) A = N, P = {(x, y) |x + 2y êðàòíî 3};
ä) A = N, P = {(x, y) | x + y − 1 íå êðàòíî 3};
å) A = R, P = {(x, y)

∣∣ |x| < |y|};
æ) A = N, P = {(x, y) | x = ny äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N};
ç) A = Z, P =

{
(x, y) | x = ny äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z\{0, 1,−1}};

è) A = R, P = {(x, y) | x2 < y + 2}?
1.3.3. Ïðèâåñòè ïðèìåðû îòíîøåíèÿ P ⊆ Z2, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:
à) P ñèììåòðè÷íî è àíòèñèììåòðè÷íî, íî íå ðåôëåêñèâíî;
á) P ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, íî íå ðåôëåêñèâíî;
â) P àíòèñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, íî íå ðåôëåêñèâíî;
ã) P ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî, íî íå òðàíçèòèâíî.
1.3.4. Ïóñòü ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A ÿâëÿþòñÿ âñå ñòóäåíòû ïåðâîãî
êóðñà ÀÂÒÔ ÍÃÒÓ è îòíîøåíèå P ⊆ A2 ñîñòîèò èç âñåõ ïàð ñòóäåíòîâ
(x, y) òàêèõ, ÷òî ñòóäåíò y â ïåðâóþ ñåññèþ ïîëó÷èë áîëåå âûñîêóþ
îöåíêó, ÷åì ñòóäåíò x, õîòÿ áû ïî îäíîìó ïðåäìåòó. Ìîæåò ëè òàêîå
îòíîøåíèå áûòü:
à) ðåôëåêñèâíûì;
á) ñèììåòðè÷íûì;
â) àíòèñèììåòðè÷íûì;
ã) òðàíçèòèâíûì?
Îòâåò îáîñíîâàòü.

1.4 Ýêâèâàëåíòíîñòè è ïîðÿäêè

Ïðèìåð 1.26. ßâëÿþòñÿ ëè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè ñëåäóþùèå îòíîøå-
íèÿ?
1. P ⊆ (V3)

2, çàäàííîå ïî ïðàâèëó P = {(v, u) | v · u}?
2. Îòíîøåíèå P íà ìíîæåñòâå êâàäðàòíûõ ìàòðèö n-ãî ïîðÿäêà, ñîñòî-
ÿùåå èç òàêèõ ïàð ìàòðèö (A,B), ÷òî det A = det B,
3. Áèíàðíîå îòíîøåíèå P ⊆ A2 (ãäå A � ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ â
ïðîñòðàíñòâå), ñîñòîÿùåå èç ïàð ïðÿìûõ (l1, l2), òàêèõ ÷òî l1 è l2 èìåþò
õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó.
Ðåøåíèå. 1. Êàæäûé âåêòîð ñîíàïðàâëåí ñàì ñåáå, òî åñòü v · v. Ñëå-
äîâàòåëüíî, (v, v) ∈ P , à çíà÷èò P ðåôëåêñèâíî. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî
èç v · u ñëåäóåò u · v è P � ñèììåòðè÷íî. Íàêîíåö, åñëè v · u è
u · w, òî âåêòîðû v è u ïàðàëëåëüíû è èìåþò îäíî è òî æå íàïðàâëå-
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íèå. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî âåêòîðû u è w. Òàêèì îáðàçîì,
âñå òðè âåêòîðà ïàðàëëåëüíû è íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó, à çíà÷èò,
â ÷àñòíîñòè v · w. Òàêèì îáðàçîì, (v, w) ∈ P , à çíà÷èò P òðàíçèòèâ-
íî. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, òàê êàê P ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è
òðàíçèòèâíî, P ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
2. Ðåôëåêñèâíîñòü î÷åâèäíà. Òàêæå, î÷åâèäíî, ÷òî èç det A = det B
ñëåäóåò det B = det A, òî åñòü P ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. È, íàêîíåö,
åñëè det A = det B è det B = det C, äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö A,B, C,
òî, î÷åâèäíî det A = det B = det C, à çíà÷èò det A = det C. Òàêèì
îáðàçîì, îòíîøåíèå P òðàíçèòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî P ÿâëÿåòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ.
3. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî P ðåôëåêñèâíî (ëþáàÿ ïðÿìàÿ èìååò îáùèå òî÷-
êè ñàìà ñ ñîáîé) è ñèììåòðè÷íî (åñëè l1 è l2 èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî
è (l1, l2), è (l2, l1) ïðèíàäëåæàò P ), ýòî îòíîøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçè-
òèâíûì. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî âûáðàòü ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå l1 è l3, íà êàæäîé èç íèõ âûáðàòü ïî òî÷êå è ïðîâåñòè ïðÿìóþ
l2 ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè. Ïîëó÷èì (l1, l2), (l2, l3) ∈ P , ïî ïîñòðîåíèþ, íî,
(l1, l3) 6∈ P , òàê êàê l1‖l3.
Ïðèìåð 1.27. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå E ⊆ (C∗)2 îïðåäåëåííîå ïî
ïðàâèëó E =

{
(z1, z2)

∣∣∣∣
z1

z2
∈ R∗

}
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Íàéòè

êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðåøåíèå. Èìååì z

z
= 1 ∈ C äëÿ ëþáîãî z ∈ C∗. Ñëåäîâàòåëüíî, E �

ðåôëåêñèâíî.
Äàëåå, ïóñòü z1

z2
= r ∈ R∗, òîãäà z2

z1
=

1

r
∈ R∗, à çíà÷èò E � ñèììåò-

ðè÷íî.
Íàêîíåö, ïóñòü z1

z2
= r è z2

z3
= s, òîãäà z1

z3
=

z1

z2

z2

z3
= rs ∈ R. Òàêèì îá-

ðàçîì, E � òðàíçèòèâíî, à çíà÷èò E � ýêâèâàëåíòíîñòü.
Íàéäåì êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü (z1, z2) ∈ E. Ïðåäñòàâèì z1

è z2 â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Ïîëó÷èì z1 = |z1|(cos ϕ + i sin ϕ),
z2 = |z2|(cos ψ + i sin ψ). Òîãäà

z1

z2
=
|z1|(cos ϕ + i sin ϕ)

|z2|(cos ψ + i sin ψ)
=
|z1|
|z2|(cos(ϕ− ψ) + i sin(ϕ− ψ)),

ãäå ϕ è ψ ìîæíî âûáðàòü èç ïðîìåæóòêà [0, 2π) Òàê êàê ýòî ÷èñëî
äåéñòâèòåëüíîå, cos(ϕ − ψ) + i sin(ϕ − ψ) � äåéñòâèòåëüíîå. Îòñþäà
ϕ − ψ = πk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z, ïðè÷åì −2π < ϕ − ψ < 2π. Òàêèì
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îáðàçîì, ëèáî ϕ = ψ, ëèáî ϕ = ψ±π. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, åñëè ϕ = ψ,
òî

z1

z2
=
|z1|
|z2|(cos 0 + i sin 0) =

|z1|
|z2| ∈ R.

Åñëè ϕ = ψ + π, òî
z1

z2
=
|z1|
|z2|(cos π + i sin π) = −|z1|

|z2| ∈ R.

Íàêîíåö, åñëè ϕ = ψ − π, òî
z1

z2
=
|z1|
|z2|(cos(−π) + i sin(−π)) = −|z1|

|z2| ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë,
èçîáðàæåíèÿ êîòîðûõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ëåæàò íà íåêîòîðîé
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ïðè ýòîì íà÷àëî êîîð-
äèíàò íå âõîäèò íè â îäèí èç êëàññîâ, òàê êàê ýòî ÷èñëî íå âõîäèò â
C∗).

Ïðèìåð 1.28. ßâëÿþòñÿ ëè ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè ñëåäóþùèå îòíî-
øåíèÿ?
1. Îòíîøåíèå > íà ìíîæåñòâå N.
2. Îòíîøåíèå ⊆ íà P(A), ãäå A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî.
3. Îòíîøåíèÿ èç ïðèìåðà 1.26

Ðåøåíèå. 1. Î÷åâèäíî, ÷òî x > x, òî åñòü îòíîøåíèå > ÿâëÿåòñÿ ðå-
ôëåêñèâíûì. Äàëåå, åñëè x > y è y > x, òî, î÷åâèäíî x = y, òî åñòü
îòíîøåíèå > àíòèñèììåòðè÷íî. Íàêîíåö, åñëè x > y è y > z, òî x > z,
à çíà÷èò îòíîøåíèå > òðàíçèòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî îòíîøåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.
2. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî B ⊆ A âûïîëíåíî B ⊆ B, êðîìå òîãî,
åñëè B ⊆ C è C ⊆ B äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ B, C ⊆ A, òî B = C.
Íàêîíåö, åñëè B ⊆ C, C ⊆ D, òî B ⊆ D (òàê êàê åñëè x ∈ B, òî,
ïî îïðåäåëåíèþ âêëþ÷åíèÿ, x ∈ C, à çíà÷èò, ïî òîìó æå îïðåäåëå-
íèþ x ∈ D). Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ⊆ ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì,
àíòèñèììåòðè÷íûì è òðàíçèòèâíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî îòíîøåíèå �
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.
3. Íè îäíî èç îòíîøåíèé, ðàçîáðàííûõ â óêàçàííîì ïðèìåðå, íå ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àå
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îòíîøåíèÿ íå àíòèñèììåò-
ðè÷íû. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âåêòîðû u è 2u, êîòî-
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ðûå, î÷åâèäíî, ñîíàïðàâëåíû, à çíà÷èò (u, 2u), (2u, u) ∈ P , íî u 6= 2u,
åñëè u 6= 0.

Âî âòîðîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî íàéòè äâå ðàçëè÷íûå ìàòðèöû A è B,
îïðåäåëèòåëè êîòîðûõ ðàâíû. Ìîæíî â êà÷åñòâå A âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ
íåíóëåâóþ ìàòðèöó, à â êà÷åñòâå B, ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ìàòðè-
öû A ïîñðåäñòâîì ïîýëåìåíòíîãî ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè ýëåìåíòîâ
äðóãîé, íåíóëåâîé (òàê êàê A 6= 0, òàêàÿ ñòðîêà ñóùåñòâóåò).

Íàêîíåö, ïîñëåäíåå îòíîøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, êàê áûëî
äîêàçàíî â ïðèìåðå 1.26, à çíà÷èò íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

Ïðèìåð 1.29 (ëèíåéíûé ïîðÿäîê). 1. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà
N,Z,Q,R � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî ïîðÿä-
êà 6.
2. Ïîðÿäîê ⊆ íà ìíîæåñòâå P(A) (ñì. ïðèìåð 1.28) íå ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì, åñëè A ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
a, b ∈ A � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû. Òîãäà {a} è {b} íåñðàâíèìû.

Ïðèìåð 1.30 (íàèáîëüøèå è ìàêñèìàëüíûå, íàèìåíüøèå è ìè-
íèìàëüíûå ýëåìåíòû). 1. Ìíîæåñòâî N èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò,
íî íå èìååò íàèáîëüøåãî, êàê è ìàêñèìàëüíûõ.

2. Ìíîæåñòâî Z íå èìååò íè íàèáîëüøåãî, íè íàèìåíüøåãî, ïðè÷åì
îíî òàêæå íå èìååò íè ìàêñèìàëüíûõ, íè ìèíèìàëüíûõ.

3. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A,
ñîäåðæàùåãî áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, èìååò íàèáîëüøèé, íî íå èìååò
íàèìåíüøåãî, ïðè ýòîì îíî èìååò íåñêîëüêî ìèíèìàëüíûõ, à èìåí-
íî, ìèíèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíî-
æåñòâà A.

Ïðèìåð 1.31. Âûïèñàòü âñå ýëåìåíòû îòíîøåíèé, çàäàííûõ ñëåäóþ-
ùèìè äèàãðàììàìè Õàññå.
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Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü (âûïèñûâàÿ âñå ïàðû, â êîòîðûõ åñòü ñòðîãî
óáûâàþùèé ïóòü, âåäóùèé èç ïåðâîé âåðøèíû âî âòîðóþ), ÷òî ïåðâàÿ
äèàãðàììà ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèþ
{(e, e), (e, d), (e, c), (e, b), (e, a), (f, f), (f, d), (f, c), (f, b), (f, a), (d, d),

(d, b), (d, a), (c, c), (c, b), (c, a), (b, b), (a, a)},
à âòîðàÿ � îòíîøåíèþ
{(e, e), (e, d), (e, c), (e, b),(e, a), (d, d), (d, c), (d, b), (d, a), (c, c), (c, b),

(c, a), (b, b), (b, a), (a, a)},
Èç äèàãðàìì ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî, çàäàííîå ïåðâîé äèà-
ãðàììîé èìååò äâà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà (e è f) è äâà ìèíèìàëüíûõ
(a è b) ýëåìåíòà. ×òî êàñàåòñÿ ìíîæåñòâà, çàäàííîãî âòîðîé äèàãðàì-
ìîé Õàññå, îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, ñïðàâåäëèâà ñëåäó-
þùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ e > d > c > b > a.
Ïðèìåð 1.32. Ïóñòü A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, à P ⊆ A � ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê, çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: P = {(x, y) |x = y èëè x2 6
y}. Ïîñòðîèòü äèàãðàììó Õàññå ýòîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.
Ðåøåíèå. Èìååì 12 = 1 6 m äëÿ ëþáîãî m ∈ A, ñëåäîâàòåëüíî, ýëå-
ìåíò 1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíò 2 ïîêðûâàåò
1. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì m2 < 2 äëÿ íåêîòîðîãî
m 6= 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíò 3 ïîêðûâàåò 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ P ñëåäóåò, ÷òî (2,m) ∈ P òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà m > 4 è (3, k) ∈ P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k = 9. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ýëåìåíò 3 íå ñðàâíèì ñ ýëåìåíòàìè 4, 5, 6, 7, 8, à ýëåìåíò 2
ñðàâíèì ñ ýëåìåíòàìè 4, 5, 6, 7, 8, 9, ïðè÷åì âñå îíè ïîêðûâàþò 2. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü åñòü ýëåìåíò k òàêîé, ÷òî (k, m) ∈ P , ãäå k, m > 4.
Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå k2 6 m, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê k2 > 16. Òàêèì
îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó Õàññå.
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Ïðèìåð 1.33. Ïóñòü A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, à P ⊆ A � ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-
äîê, çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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P = {(1, 1), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 3), (3, 4), (4, 4),
(5, 1), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (6, 1), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}.
Ïîñòðîèòü äèàãðàììó Õàññå ýòîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.
Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà íàéäåì ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû. Äëÿ ýòîãî âíà-
÷àëå èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ âñå ïàðû îòíîøåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè
ýëåìåíòàìè íà îáåèõ ïîçèöèÿõ. Ïîñëå ÷åãî íàéäåì ýëåìåíòû, êîòîðûå
âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî íà ïåðâîì ìåñòå â îñòàâøèõñÿ ïàðàõ îòíîøåíèÿ.
Òàêèõ ýëåìåíòîâ òîëüêî äâà: 6 è 2, ïðè÷åì, êàê ëåãêî âèäåòü, ýòè ýëå-
ìåíòû ñðàâíèìû ñî âñåìè îñòàëüíûìè.

Òåïåðü íàéäåì ýëåìåíòû, èõ ïîêðûâàþùèå. Äëÿ ýòîãî èñêëþ-
÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ âñå ïàðû, ïåðâûìè ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ 6 è 2, ó íàñ îñòàþòñÿ òîëüêî ìíîæåñòâî ïàð P ′ =
{(1, 4), (3, 4), (5, 1), (5, 3), (5, 4)}. Îïÿòü íàéäåì ýëåìåíòû, êîòîðûå
âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî â ïåðâûõ êîîðäèíàòàõ. Òàêîé ýëåìåíò òîëüêî
îäèí � ýòî 5. Òàê êàê (2, 5), (6, 5) ∈ P , ýëåìåíò 5 ïîêðûâàåò è 2 è
3. Äåéñòâèòåëüíî 2 < 5 è 6 < 5, íî åñëè áû áûë ýëåìåíò, x, òàêîé ÷òî
2 < x < 5, òî ïàðà (x, 5) ëåæàëà áû â P , îäíàêî ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ
âñåõ ïàð, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû 2 è 6, ïàðà (x, 5) îñòàëàñü áû. Íî ó íàñ
ñðåäè îñòàâøèõñÿ ïàð íåò ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ 5 áûë áû íà âòîðîé ïî-
çèöèè. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè óáåæäàåìñÿ, ÷òî íåò ýëåìåíòà y

òàêîãî ÷òî 6 < y < 5.
Èñêëþ÷èì èç P ′ âñå ïàðû, â êîòîðûõ åñòü ýëåìåíò 5. Îñòàëîñü ìíîæå-

ñòâî ïàð P ′′ = {(1, 4), (3, 4)}. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì,
÷òî ýëåìåíò 5 ìîæåò ïîêðûâàòüñÿ òîëüêî ýëåìåíòàìè 1 è 3, ïðè÷åì, òàê
êàê P ñîäåðæèò è (5, 1), è (5, 3), ýëåìåíò 5 ïîêðûâàåòñÿ êàê ýëåìåíòîì
1, òàê è ýëåìåíòîì 3. Íàêîíåö, ðàññìîòðåâ ìíîæåñòâî P ′′, ïîëó÷àåì,
÷òî ýëåìåíò 4 ïîêðûâàåò êàê 1, òàê è 3. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
äèàãðàììó
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1.4. Çàäà÷è

1.4.1. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå îòíîøåíèå P ⊆ A2 ýêâèâàëåíò-
íîñòüþ. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íàéòè êëàññû ýêâèâàëåíòíî-
ñòè:
à) A = R, P = {(x, y) |x− y � öåëîå ÷èñëî};
á) A = C, P = {(x, y)

∣∣ |x| = |y|};
â) A = C, P = {(x, y) |x− y � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî};
ã) A � ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå, P = {(a, b) | a‖b};
ä) A � ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå,
P = {(a, b) | ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïðÿìûå a è b}.
1.4.2. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå îòíîøåíèå P ⊆ A2 ïðåäïî-
ðÿäêîì, ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, ïîëíûì ïîðÿäêîì.
Íàéòè íàèìåíüøèé, íàèáîëüøèé, ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå ýëå-
ìåíòû â ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ:
à) A = N, P = {(x, y) |x 6 y2};
á) A = R, P = {(x, y) | [x] = [y]}, ãäå [x] îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå öåëîå
÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x;
â) A = R, P = {(x, y) | 0 6 y − x < 1};
ã) A = N2, P = {((x1, y1), (x2, y2)

)| x1 6 x2 è y1 6 y2};
ä) A = Q, P =

{(a

b
,
c

d

)∣∣∣ b 6 d, è, åñëè b = d, òî a 6 c
}
, çäåñü a

b
è c

d
�

íåñîêðàòèìûå äðîáè;
å) A = N2, P = {((x1, y1), (x2, y2)

) | x1 + y1 6 x2 + y2 è, åñëè x1 + y1 =
x2 + y2, òî x1 6 x2};
æ) A = N, P = {(x, y) | x íàöåëî äåëèòñÿ íà y};
ç) A = Z, P = {(x, y) |x íàöåëî äåëèòñÿ íà y}.
1.4.3. Äàíî ìíîæåñòâî A. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ (⊆)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà P(A). Äëÿ êàêèõ A ýòîò ïîðÿäîê
áóäåò ëèíåéíûì?
1.4.4. Äàíî ìíîæåñòâî A. Íàéòè âñå âîçìîæíûå îòíîøåíèÿ P ⊆ A2,
ÿâëÿþùèåñÿ è ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, è ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè.
1.4.5. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïðåäïîðÿäêîâ α ∩ α−1 ÿâëÿåòñÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòüþ.
1.4.6. Äàíû ìíîæåñòâî A è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P ⊆ A2 íà íåì.
Ïîñòðîèòü äèàãðàììó Õàññå äëÿ ýòîãî ïîðÿäêà:
à) A = {1, 2, 3, . . . , 10}, P = {(x, y) |x 6 y è nx = y äëÿ íåêîòîðîãî n ∈
N};
á) A = {1, 2, 3, . . . , 8}, P = {(x, y) | 2x 6 y èëè x = y};



1.5. Èçîìîðôèçìû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ 29

â) A = B2, ãäå B = {1, 2, 3}, P = {((x1, y1), (x2, y2)
)|x1 6 x2 è y1 6 y2};

ã) A = B2, ãäå B = {1, 2, 3},
P = {((x1, y1), (x2, y2)

)| (x1, y1) = (x2, y2) èëè x1y1 < x2y2}.
1.4.7. Ïðèâåñòè ïðèìåð ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, èìåþùåãî ðîâíî äâà
ìàêñèìàëüíûõ è äâà ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòà. Ìîæåò ëè òàêîé ïîðÿäîê
áûòü ëèíåéíûì?
1.4.8. Ïóñòü α ⊆ A2 � ïîðÿäîê, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî B ìíîæåñòâà A èìååò íàèìåíüøèé ýëå-
ìåíò. Äîêàçàòü, ÷òî α � ëèíåéíûé ïîðÿäîê.
1.4.9. Ïóñòü A � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, è ïóñòü a � åäèíñòâåííûé
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A. Äîêàçàòü, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëüøèì ýëåìåíòîì.

1.5 Èçîìîðôèçìû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ

Ïðèìåð 1.34. Ïóñòü A = P({1, 2}), c ïîðÿäêîì �⊆�, B = {1, 2, 3, 6} ñ
ïîðÿäêîì P = {(x, y) |x äåëèòñÿ íà y}� ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíî-
æåñòâà. Ïîñòðîèòü èõ äèàãðàììû Õàññå. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè äâà ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà èçîìîðôíûìè?
Ðåøåíèå. Èìååì
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­

­
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­
­
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q q
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­

­
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­
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J
J
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q q

q

∅

{1} {2}
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Ñðàâíèâàÿ ïîñòðîåííûå äèàãðàììû Õàññå ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâà A è B èçîìîðôíû äðóã äðóãó (èç [5], � 2.2
ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ èçîìîðôíûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíî-
æåñòâ èõ äèàãðàììû Õàññå îäèíàêîâû, åñëè ñòåðåòü ìåòêè, èõ âåð-
øèí, òî åñòü íàèìåíîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíî-
æåñòâ).
Ïðèìåð 1.35. Èçîìîðôíû ëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà
〈2Z; 6〉 è 〈2Z+ 1; 6〉?
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ : 2Z ↔ 2Z + 1, îïðåäåëåííóþ ïî
ïðàâèëó ϕ(2n) = 2n+1, ãäå n ∈ Z (òàêèì îáðàçîì, 2n ∈ 2Z). Î÷åâèäíî,
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÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ(n) = ϕ(m),
òî n + 1 = m + 1, à çíà÷èò n = m. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ � èíúåêòèâíàÿ
ôóíêöèÿ.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò 2m + 1 ∈ 2Z + 1. Òîãäà, î÷åâèäíî,
÷òî ϕ(2m) = 2m + 1, à çíà÷èò ϕ � ñþðúåêòèâíî.

Ïóñòü 2n 6 2m, òîãäà, î÷åâèäíî ϕ(2n) = 2n + 1 6 2m + 1 = ϕ(2m).
Îáðàòíî, åñëè ϕ(2n) 6 ϕ(2m), òî åñòü 2n+1 6 2m+1, òî, îòíèìàÿ åäè-
íèöó îò îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì 2n 6 2m. Ñëåäîâàòåëüíî
ϕ � èçîìîðôèçì, à çíà÷èò 〈2Z; 6〉 è 〈2Z+ 1; 6〉 èçîìîðôíû.

1.5. Çàäà÷è

1.5.1. Áóäóò ëè èçîìîðôíûìè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà
A = 〈A,P1〉 è B = 〈B, P2〉? Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íàéòè
îòîáðàæåíèå, îñóùåñòâëÿþùåå èçîìîðôèçì:
à) A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {a, b, c, d, e},
P1 = {(1, 1), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 4),
(5, 4), (5, 5)},
P2 = {(a, a), (a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (b, b), (b, c), (c, c), (d, c), (d, d),
(e, c), (e, e)};
á) A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {a, b, c, d, e},
P1 = {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 4), (3, 2)(3, 3), (4, 4), (5, 1), (5, 3), (5, 5)},
P2 = {(a, a), (a, b), (a, d), (b, b), (b, c), (b, e), (c, c), (d, c), (d, d), (e, e)}.
1.5.2. Áóäóò ëè èçîìîðôíûìè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

A = 〈A,P 〉 è B = 〈B, P 〉? Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íàéòè
îòîáðàæåíèå, îñóùåñòâëÿþùåå èçîìîðôèçì:
à) A = C2, ãäå C = {1, 2, 3}, B = D2, ãäå D = {2, 3, 4},
P = {((x1, y1), (x2, y2)

)| (x1, y1) = (x2, y2) èëè x1y1 < x2y2};
á) A = C2, ãäå C = {1, 2, 3}, B = D2, ãäå D = {0, 1, 2},
P = {((x1, y1), (x2, y2)

)| (x1, y1) = (x2, y2) èëè x1y1 < x2y2}.
1.5.3. Áóäóò ëè èçîìîðôíûìè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà A

è B? Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íàéòè îòîáðàæåíèå, îñóùåñòâ-
ëÿþùåå èçîìîðôèçì:
à) A = 〈2Z, 6〉, B = 〈3Z, 6〉; á) A = 〈(0, π), 6〉, B = 〈R, 6〉;
â) A = 〈(0,∞), 6〉, B = 〈R, 6〉; ã) A = 〈(0, 1], 6〉, B = 〈[0, 1), 6〉;
ä) A = 〈N, 6〉, B = 〈Z, 6〉.
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1.6 Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ïðèìåð 1.36. Äîêàçàòü, ÷òî 9n − 2n äåëèòñÿ íà 7 ïðè ëþáîì íàòó-
ðàëüíîì n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå P (n) ñîñòîèò â òîì, ÷òî 9n−2n äåëèòñÿ
íà 7.

Ïðîâåðèì áàçó èíäóêöèè, òî åñòü óñòàíîâèì èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ
P (0), êîòîðîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî 90 − 20 äåëèòñÿ íà 7. Äåéñòâèòåëüíî,
90 − 20 = 1− 1 = 0, î÷åâèäíî, äåëèòñÿ íà 7.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòèííî óòâåðæäåíèå P (k), òî åñòü 9k−2k äåëèòñÿ
íà 7. Ïðîâåðèì èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ P (k + 1):

9k+1 − 2k+1 = 9 · 9k − 2 · 2k

= 7 · 9k + 2 · 9k − 2 · 2k

= 7 · 9k + 2 · (9k − 2k).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå, î÷åâèäíî, äåëèòñÿ íà 7, à âòîðîå äåëèòñÿ íà 7 ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 1.37. Äîêàçàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî 1 +
3 + · · ·+ (2n− 1) = n2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå P (n) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàâåí-
ñòâî 1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2 âûïîëíåíî äëÿ äàííîãî n. Íåîáõîäèìî
äîêàçàòü, ÷òî P (n) èñòèííî äëÿ âñåõ n > 1.

Äëÿ n = 1 èìååì 1 = 12, ÷òî, î÷åâèäíî, âåðíî.
Ïóñòü P (k) èñòèííî äëÿ íåêîòîðîãî k, òî åñòü 1+3+· · ·+(2k−1) = k2.

Ïðîâåðèì èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ P (k + 1).

1 + · · ·+ (2k − 1) + (2k + 1) = (1 + 3 + · · ·+ (2k − 1)) + (2k + 1)

= k2 + 2k + 1 ïî èíäóêöèîííîé ãèïîòåçå
= (k + 1)2

Òàêèì îáðàçîì, èç èñòèííîñòè P (k) ñëåäóåò èñòèííîñòü P (k + 1), à
çíà÷èò ïî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè òîæäåñòâî äîêàçàíî.

Ïðèìåð 1.38. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî 3n > n2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì áàçó èíäóêöèè: 30 > 02, òàê êàê 1 > 0.
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Ïóñòü íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè n = k, òî åñòü 3k > k2. Èìååì
3k+1 = 3 ·3k > 3n2, ïî èíäóêöèîííîé ãèïîòåçå. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçà-
òåëüñòâà îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî 3k2 > (k + 1)2, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷èì 3k+1 > (k + 1)2. Ðåøèì íåðàâåíñòâî 3k2 > (k + 1)2:

3k2 > k2 + 2k + 1

2k2 − 2k − 1 > 1

Ñëåäîâàòåëüíî, k ∈
(
−∞, 1−√3

2

]
∪

[
1+
√

3
2 ,∞

)
.

Òàê êàê 1 +
√

3

2
< 2, ïîëó÷àåì 3k2 > (k + 1)2 äëÿ k > 2. Îäíàêî,

äëÿ k = 0, 1 ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ìû íå ñìîæåì
äîêàçàòü, ÷òî 3k+1 > (k + 1)2 ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ k è äëÿ íèõ ïðèäåòñÿ
ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà íåïîñðåäñòâåííî:

31 > 12, òàê êàê 3 > 1,

32 > 22, òàê êàê 9 > 4.

1.6. Çàäà÷è
1.6.1. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè:
à) 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ n · n! = (n + 1)!− 1;
á) 0 · 3 + 1 · 4 + · · ·+ n(n + 3) =

n(n + 1)(n + 5)

3
;

â) 1 · 0! + 2 · 1! + 5 · 2! · · ·+ (n2 + 1) · n! = n(n + 1)! + 1;
ã) 1 · 30 + 3 · 31 + · · ·+ (2n + 1)3n = n · 3n+1 + 1;
ä) 12 + 22 + · · ·+ n2 =

n(n + 1)(2n + 1)

6
;

å) 23 − 1

23 + 1
· 33 − 1

33 + 1
· · · · · n

3 − 1

n3 + 1
=

2

3

(
1 +

1

n(n + 1)

)
.

1.6.2. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè:
à) n3 − n äåëèòñÿ íà 6; á) 12n − 5n äåëèòñÿ íà 7;
â) 82n+1 + 1 äåëèòñÿ íà 9; ã) 22n+1 + 92n+1 äåëèòñÿ íà 11;
ä) 7n − 6n− 1 äåëèòñÿ íà 9.
1.6.3. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè:
à) 2n > n äëÿ íàòóðàëüíûõ n;
á) 2n < n! äëÿ íàòóðàëüíûõ n > 4;
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â) 3n > n · 2n äëÿ íàòóðàëüíûõ n;
ã) 3n > n · 2n+1 äëÿ íàòóðàëüíûõ n > 7;
ä) (2n)!

(n!)2 > 4n

n + 1
äëÿ íàòóðàëüíûõ n;

å) 1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . .

1

2n
> 1

2
äëÿ íàòóðàëüíûõ n > 1;

æ) 1√
1

+
1√
2

+ · · ·+ 1√
n

>
√

n äëÿ íàòóðàëüíûõ n > 1.
1.6.4. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 3n åäèíèö, äåëèòñÿ íà 3n.
1.6.5. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî äèàãîíàëåé â âûïóêëîì n-óãîëüíèêå ðàâíî
n(n− 3)

2
.

1.6.6. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå öåëîå ÷èñëî ðóáëåé, áîëüøåå ñåìè, ìîæíî
óïëàòèòü, ïîëüçóÿñü òîëüêî òðåõ- è ïÿòèðóáëåâûìè êóïþðàìè.
1.6.7. Äîêàçàòü, ÷òî n ïðÿìûõ, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàë-
ëåëüíû è íèêàêèå òðè íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó, äåëÿò ïëîñêîñòü
íà n(n + 1)

2
+ 1 ÷àñòåé.

1.6.8. Äîêàçàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî ÷èñëî ýëå-
ìåíòîâ âî ìíîæåñòâå P(A) ðàâíî 2n, ãäå n � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â A.
1.6.9. Ïðîâåðèâ ñîîòíîøåíèå Ck−1

n + Ck
n = Ck

n+1, äîêàçàòü ôîðìóëó
áèíîìà Íüþòîíà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
1.6.10. Íàéòè îøèáêó â ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ: �Äîêàæåì, ÷òî âñå
öåëûå ÷èñëà ðàâíû.

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî êîëè÷åñòâó ÷è-
ñåë. Âîçüìåì îäíî ÷èñëî. Îíî, î÷åâèäíî, ðàâíî ñàìîìó ñåáå.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ k ÷èñåë, òî åñòü äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷è-
ñåë a1, a2, . . . ak âñå îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ðàññìîòðèì k + 1 ÷èñëî
a1, a2, . . . , ak+1. Ðàññìîòðèì ïåðâûå k ÷èñåë. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ðàññìîòðèì ÷èñëà a2, a3, . . . , ak+1.
Ýòè ÷èñëà òîæå ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå k + 1 ÷èñåë
ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê êàæäîå èç ÷èñåë ðàâíî, ñêàæåì a2. ×òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.�

1.7 Ìîùíîñòü ìíîæåñòâ

Ïðèìåð 1.39. Äîêàçàòü, ÷òî [0, 1] ∼ [2, 6].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîùå âñåãî èñêàòü áèåêöèþ â âèäå ëèíåéíîé ôóíê-
öèè, òî åñòü â âèäå f(x) = kx+b. Ïóñòü êîíöû îäíîãî îòðåçêà ïåðåõîäÿò
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â êîíöû äðóãîãî. Ñêàæåì, ïóñòü f(0) = 2 è f(1) = 6. Èç ïåðâîãî ðàâåí-
ñòâà ïîëó÷àåì b = 2, òîãäà èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò k · 1 + 2 = 6,
îòñþäà k = 4. Òàêèì îáðàçîì, f(x) = 4x + 2.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f áèåêòèâíà. Ïóñòü f(x1) = f(x2),
òîãäà 4x1 + 2 = 4x2 + 2, ñëåäîâàòåëüíî, 4x1 = 4x2, à çíà÷èò
x1 = x2, òî åñòü f èíúåêòèâíà. Ïóñòü òåïåðü f(x) = y, òîãäà y =

4x + 2, òî åñòü x =
y − 2

4
, ïðè÷åì, òàê êàê 2 6 y 6 6, ïîëó÷àåì

0 =
2− 2

4
6 x =

y − 2

4
6 6− 2

4
= 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðèìåð 1.40. Äîêàçàòü, ÷òî N ∼ Z.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå N
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(n) =

{
n
2 , åñëè n ÷åòíîå;
−n+1

2 , åñëè n íå÷åòíîå.

Î÷åâèäíî, ÷òî f : N→ Z. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî f � áèåêöèÿ.
Ïóñòü f(n1) = f(n2). Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

1. Îáà ÷èñëà n1 è n2 ÷åòíûå. Â ýòîì ñëó÷àå èç f(n1) = f(n2) ñëåäóåò,
÷òî n1

2
=

n2

2
, à çíà÷èò n1 = n2.

2. Îáà ÷èñëà n1 è n2 íå÷åòíûå. Òîãäà f(n1) = f(n2) ñëåäóåò, ÷òî
−n1 + 1

2
= −n2 + 2

2
, à çíà÷èò ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñíîâà n1 = n2.

3. Îäíî èç ÷èñåë ÷åòíîå, à âòîðîå � íå÷åòíîå. Ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí,
òàê êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ÷åòíîãî ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíî â òî âðåìÿ
êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè îò íå÷åòíîãî ÷èñëà îòðèöàòåëüíî.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî f èíúåêòèâíà.

Ïóñòü çàäàíî öåëîå ÷èñëî k. Åñëè k > 0, òî, î÷åâèäíî, k = f(2k).
Åñëè æå k < 0, òî íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå n, ÷òî −n + 1

2
= k. Îòñþäà

ïîëó÷àåì n = −2k + 1 ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, f ñþðúåêòèâíà, à ñëåäîâà-
òåëüíî, áèåêòèâíà.

Ïðèìåð 1.41. Äîêàçàòü, ÷òî [0, 1] ∼ (0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Êàíòîðà � Áåðíøòåéíà.
Î÷åâèäíî, ÷òî (0, 1] 6 [0, 1], òàê êàê (0, 1] ⊂ [0, 1], à çíà÷èò â êà÷åñòâå

îäíîé èç èíúåêòèâíûõ ôóíêöèé ìîæíî âçÿòü g : (0, 1] → [0, 1], îïðåäå-
ëåííóþ òîæäåñòâåííî íà ýëåìåíòàõ èç (0, 1], òî åñòü ïîëîæèâ g(x) = x.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : [0, 1] → (0, 1], çàäàííóþ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

f(x) =





1, åñëè x = 0;
1

n + 1
, åñëè x =

1

n
äëÿ n = 1, 2, . . . ;

x, åñëè x 6= 0,
1

n
.

Äîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ èíúåêòèâíà.
Ïóñòü f(x1) = f(x2). Ïóñòü A =

{
1

n
|n ∈ N∗

}
∪ {0}. Îòìåòèì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî u ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: f(u) ∈ A òîãäà
è òîëüêî òîãäà êîãäà u ∈ A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè f(x1) = f(x2), òî
x1 è x2 ïðèíàäëåæàò èëè íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A îäíîâðåìåííî.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü îáà ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü x1, x2 ∈ A. Åñëè x1 =

1

k1
, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî k1 =

1

x1
, à

çíà÷èò
f(x1) = f

(
1

k1

)
=

1

k1 + 1
=

1
1
x1

+ 1
=

x1

x1 + 1
.

Àíàëîãè÷íî, åñëè x2 =
1

k1
, òî f(x2) =

x2

x2 + 1
. Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè

f(x1) = f(x2), òî
x1

x1 + 1
=

x2

x2 + 1
;

x1(x2 + 1) = x2(x1 + 1);

x1x2 + x1 = x1x2 + x2;

x1 = x2.

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî x1

x1 + 1
6= 1 íè äëÿ êàêîãî x1 âèäà 1

k1
, à çíà-

÷èò, f(x1) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = 0.
2. Ïóñòü x1, x2 6∈ A, òîãäà åñëè f(x1) = f(x2), òî è x1 = x2, òàê êàê äëÿ
ëþáîãî u ∈ [0, 1]\A èìååì f(u) = u.

Ïðèìåð 1.42. Äîêàçàòü, ÷òî Q ∼ N.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê N ⊆ Q, èìååì |N| 6 |Q| (ìîæíî ðàññìîòðåòü
ôóíêöèþ g : N→ Q, îïðåäåëåííóþ ïî ïðàâèëó g(k) = k). Ýòà ôóíêöèÿ,
î÷åâèäíî, èíúåêòèâíà.

Ïîñòðîèì èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : Q → N. Ïóñòü a ∈ Q, òîãäà
ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì çàïèñàíî â âèäå a =

m

n
,
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ãäå m ∈ Z, n ∈ N∗ è äðîáü m

n
íåñîêðàòèìà. Âûñîòîé ÷èñëà a ∈ Q

íàçîâåì ÷èñëî ht(a) = |m| + n. Î÷åâèäíî, ÷òî ht(a) ∈ N∗ äëÿ ëþáîãî
a ∈ Q. Êðîìå òîãî, ïî÷òè òàê æå î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî s ∈ N∗
ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, âûñîòà êîòîðûõ
ðàâíà s. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü çàäàíà ïî èíäóêöèè
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âûïèñûâàåì âñå ÷èñëà, âûñîòà êîòîðûõ ðàâíà 1. Åäèíñòâåííîå òàêîå
÷èñëî � ýòî 0 =

0

1
. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëàãàåì f(0) = 1.

Ïóñòü óæå ðàññìîòðåíû âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, âûñîòà êîòîðûõ íå
ïðåâîñõîäèò ÷èñëà k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ ÷èñåë âñåãî K è óæå
îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ f(x) äëÿ x = 0, 1, . . . , K − 1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ht(f(x)) 6 k è èç òîãî, ÷òî f(x1) = f(x2) äëÿ x1, x2 ∈ {0, 1, . . . , K − 1}
ñëåäóåò, ÷òî x1 = x2.

Ðàññìîòðèì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, âûñîòà êîòîðûõ ðàâíà k + 1,
ïóñòü òàêèõ ÷èñåë âñåãî s, òîãäà ìû ìîæåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îïðå-
äåëèòü f(x) äëÿ x = K,K + 1, . . . K + s − 1 òàê, ÷òîáû äëÿ ýòèõ çíà-
÷åíèé x áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå ht(f(x)) = k + 1 è ïðè ýòîì åñëè
f(x1) = f(x2) äëÿ x1, x2 ∈ {K, K + 1, . . . K + s− 1}, òî x1 = x2.

Íàïðèìåð, ó íàñ åñòü äâà ÷èñëà âûñîòû 2: 1 =
1

1
è −1 =

−1

2
. Ïîëî-

æèì, ñêàæåì f(1) = 1, f(2) = −1. Äàëåå, ÷èñåë âûñîòû 3 âñåãî 4. Ýòî
2 =

2

1
, −2 =

−2

1
, 1

2
è −1

2
. Ìîæíî ïðîäîëæèòü íàøó ôóíêöèþ, íàïðè-

ìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(3) = 2, f(4) = −2, f(5) =
1

2
, f(6) =

−1

2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé ïî ïîñòðîåíèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êàíòîðà � Áåðíøòåéíà, ìû ìîæåì çàêëþ-
÷èòü, ÷òî |Q| = |N|, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

1.7. Çàäà÷è

1.7.1. Äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ìîùíîñòè, ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:
à) [0, 1] ∼ [5, 10]; á) [0, 1] ∼ [−2,−1] ∪ (0, 1];
â) {x ∈ Z | |x| > 1000} ∼ N; ã) Z ∼ 2Z;
ä)

(
−π

2
,
π

2

)
∼ R;
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å) ìíîæåñòâî òî÷åê îêðóæíîñòè ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó òî÷åê
ãðàíèöû êâàäðàòà;
æ) ìíîæåñòâî òî÷åê êðóãà ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó òî÷åê
êâàäðàòà;
ç) [0, 1] ∪ N ∼ [0, 1]; è) Z2 ∼ N; ê) R ∼ (0,∞);
ë) R ∼ R\Z; ì) [0, 1] ∼ [−2, 0] ∪ [1, 2]; í) 2N ∼ 10N;
î) R ∼ 2N .
1.7.2. a) äîêàçàòü, ÷òî åñëè A ∼ N, B ∼ n è A∩B = ∅, òî A∪B ∼ N;
á) äîêàçàòü, ÷òî åñëè A ∼ N, B ∼ N è A ∩B = ∅, òî A ∪B ∼ N;
â)∗ äîêàçàòü, ÷òî åñëè A ∼ N è B ∼ N, òî A ∪B ∼ N
(Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü ïï. a) è á)).
1.7.3. Äàíû ìíîæåñòâà A, B è C. Äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì
ìîùíîñòè, ÷òî AC ∩BC ∼ (A ∩B)C .
1.7.4. Äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ìîùíîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî
êîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé ñ÷åòíî.
1.7.5. Äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü îïðåäëåíèåì ìîùíîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî òî-
÷åê âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ýêâèâàëåíòíî ìíî-
æåñòâó òî÷åê ïåðâîé ÷åòâåðòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (îáà ìíîæåñòâà
ðàññìàòðèâàþòñÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ãðàíèöàìè).
1.7.6. Äîêàçàòü, ÷òî [0, 1]2 ∼ [0, 1].
(Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Êàíòîðà � Áåðíøòåéíà).
1.7.7. Ïóñòü A è B � íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà. Ìîæåò ëè ìíîæåñòâî A∩B
áûòü:
à) ïóñòûì; á) êîíå÷íûì; â) ñ÷åòíûì; ã) íåñ÷åòíûì?
1.7.8. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, a ∈ A � íåêîòîðûé ôèêñè-
ðîâàííûé ýëåìåíò, Pa(A) = {B ⊆ A | a ∈ B}. Äîêàçàòü, ÷òî Pa(A) ∼
P(A)\Pa(A).
1.7.9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè |A| > ω0, à |B| 6 ω0, òî |A\B| = |A|.
1.7.10. Äàíî |A| = m, |B| = n. Äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî m, ÷òî ÷èñëî
ôóíêöèé f : A → B ðàâíî nm.
1.7.11. a) Ïóñòü A1 ∼ A2. Äîêàçàòü, ÷òî 2A1 ∼ 2A2.
á) Ïóñòü A1 ∼ A2 è B1 ∼ B2. Äîêàçàòü, ÷òî BA1

1 ∼ BA2

2 .
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Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

2.1 Îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Àëãåáðû. Ãðóïïû

Ïðèìåð 2.1. ßâëÿþòñÿ ëè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè äàííûå ìíî-
æåñòâà ñ îïåðàöèÿìè? Êàêèå èç àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ àë-
ãåáðàìè?
1. 〈2Z+ 1; ·〉 2. 〈Z; +, ·, 6〉 3. 〈Q∗; ·, :, 4〉 4. 〈Z; :〉 5. 〈Q; +, ·,√2〉
Ðåøåíèå. 1. Ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé, òàê êàê
ïðîèçâåäåíèþ äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë � íå÷åòíîå ÷èñëî. Áîëåå òîãî, òàê
êàê ñèãíàòóðà ôóíêöèîíàëüíà (ñì. [5], � 2.1), äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé.
2. Ýòî ìíîæåñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé, òàê êàê è
ñóììà, è ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè,
îäíàêî äàííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òàê êàê ñèñòåìà ñîäåð-
æèò ïðåäèêàòíûé ñèìâîë 6.
3. Ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òàê êàê ñèãíàòóðà ôóíêöèîíàëüíà è
ìíîæåñòâî Q∗ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, è êîíñòàí-
òà òàêæå ïðèíàäëåæèò Q∗.
4. Ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé, òàê êàê ìíî-
æåñòâî Z íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî äåëåíèÿ (äåëèìîå íå
ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ, à òàêæå, íàïðèìåð, (1 : 3) 6∈ Z).
5. Ýòî òîæå íå àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, òàê êàê

√
2 6∈ Q.

Ïðèìåð 2.2. Äàíà àëãåáðà A = 〈R2;×〉, ãäå áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ îïðå-
äåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a1, b1) × (a2, b2) = (a1a2, b1b2). ßâëÿåòñÿ
ëè A ãðóïïîé? Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè
ýòà àëãåáðà ìîíîèäîì, ïîëóãðóïïîé, ãðóïïîèäîì.
Ðåøåíèå. Ëó÷øå íà÷èíàòü ðåøåíèå �ñ êîíöà�. Èòàê, îïåðàöèÿ × áèíàð-
íàÿ, ïðè÷åì, äëÿ ëþáûõ (a1, b1), (a2, b2) ∈ R2 èìååì (a1, b1) × (a2, b2) ∈

38
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R2. Ñëåäîâàòåëüíî, A � ãðóïïîèä.
Ïóñòü (a1, b1), (a2, b2), (a3, b3) ∈ R2. Èìååì

((a1, b1)× (a2, b2))× (a3, b3) = (a1a2, b1b2)× (a3, b3) =
= ((a1a2)a3, (b1b2)b3) =
= (a1(a2a3), b1(b2b3)) =
= (a1, b1)× (a2a3, b2b3) =
= (a1, b1)× ((a2, b2)× (a3, b3)).

Ñëåäîâàòåëüíî, A � ïîëóãðóïïà.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (a, b) × (1, 1) = (a, b) = (1, 1) × (a, b) äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà (a, b) èç R2. Òàêèì îáðàçîì, A � ìîíîèä.
Íàêîíåö, ïóñòü (a, b) ∈ R2, òîãäà ïðîâåðèì, ñóùåñòâóåò ëè ýëåìåíò

(x, y), òàêîé ÷òî (a, b)× (x, y) = (x, y)× (a, b) = (1, 1). Òàê êàê (a, b)×
(x, y)) = (ax, by) = (xa, yb) = (x, y) × (a, b), ïîëó÷àåì x =

1

a
è y =

1

b
.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò (a, b)−1 îïðåäåëåí òîëüêî åñëè a 6= 0 è b 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî A íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

2.1. Çàäà÷è

Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ñ çàäàííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè âûÿñíèòü,
ÿâëÿþòñÿ ëè îíî àëãåáðîé.
2.1.1. 〈N; +, ·〉.
2.1.2. 〈N;−〉.
2.1.3. 〈N; +, ·,√2〉.
2.1.4. 〈Q; +, :〉.
2.1.5. 〈Z∗; :〉.
2.1.6. 〈R; ln〉.
2.1.7. 〈R; +, sq〉, ãäå sq(x) = x2.
2.1.8. 〈R;−, sqrt〉, ãäå sqrt(x) =

√
x.

2.1.9. 〈Q; ·, cbrt〉, ãäå cbrt(x) = 3
√

x.
2.1.10. 〈R; ·, cbrt〉, ãäå cbrt(x) = 3

√
x.

2.1.11. 〈N; ·, ∗〉, ãäå x ∗ y = xy.
2.1.12. 〈Z∗; ·, ∗〉, ãäå x ∗ y = xy.
2.1.13. 〈Q∗; +, ∗〉, ãäå x ∗ y = xy.
2.1.14. 〈R\Q; ·, +〉.
2.1.15. 〈C; ·, sqrt〉, ãäå sqrt(0) = 0 è, åñëè x 6= 0, òî sqrt(x) � ýòî òîò
êâàäðàòíûé êîðåíü èç x, àðãóìåíò êîòîðîãî ëåæèò â ïðîìåæóòêå [0, π).
2.1.16. 〈2Z;⊕〉, ãäå x⊕ y =

x + y

2
.
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2.1.17. 〈2Z;⊗〉, ãäå x⊗ y =
xy

2
.

2.1.18. 〈R; 6, +〉.
2.1.19. 〈(N+ iN)\{0}; +, ·〉.
2.1.20. 〈(Z+ iZ)\{0}; ·, :〉.
2.1.21. 〈V3; +,×〉, ãäå V3 � ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ïðî-
ñòðàíñòâà.
2.1.22. 〈V ;−,×〉, ãäå V � ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ âèäà
(x, x, y).
2.1.23. 〈V3; ( , )〉, (u, v) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
2.1.24. 〈R[x]; +, ·,−〉.
2.1.25. 〈R3[x]; +,−〉.
2.1.26. 〈R63[x]; +,−〉.
2.1.27. 〈R63[x]; ·〉.
2.1.28.

〈
R[x];

d

dx
, I

〉
, ãäå I(f(x)) =

∫ x

0
f(y)dy.

2.1.29.
〈

S;
d

dx
, I

〉
, ãäå S � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

n∑

i=−m

aix
i, äëÿ íåêîòîðûõ m,n ∈ N, ãäå ai ∈ R, i ïðîáåãàåò öåëûå çíà÷å-

íèÿ îò −m äî n, I(f(x)) =

∫ x

0
f(y)dy.

2.1.30. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïîé êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ àëãåáð.
Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà ìîíî-
èäîì, ïîëóãðóïïîé, ãðóïïîèäîì:
à) 〈N; +〉;
á) 〈Z; ·〉;
â) 〈Z[x]; +〉;
ã) 〈Q[n]; ·〉;
ä) 〈Mn[F]; ·〉;
å) 〈M\{O}; ·〉, ãäå M � ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

(
a b

−b a

)
, a, b ∈ R;

æ) 〈A; +〉, ãäå A � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ
â âèäå a

2n
, ãäå a ∈ Z, n ∈ N;

ç) 〈Q;⊕〉, åñëè a⊕ b = a + 2b;
è) 〈Z∗; ∗〉, åñëè a ∗ b = 2ab.
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2.2 Òàáëèöû Êýëè

Ïðèìåð 2.3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A âñåõ (êîìïëåêñíûõ) êîðíåé
âîñüìîé ñòåïåíè èç 1 ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Ïî-
ñòðîèòü åå òàáëèöó Êýëè.
Ðåøåíèå. 1. Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå A ñëåäóåò èç
àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå C.
2. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ 1. Ýòî ÷èñëî ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó A, òàê êàê 18 = 1.
3. Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò z ìíîæåñòâà A ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå z = e

2πki
8 , ãäå k = 0, 1, . . . , 7. Ñîîòâåòñòâåííî, èìååì

e
2πki

8 · e
2π(8−k)i

8 = e
2π·8i

8 = e2πi = 1.
4. Ïóñòü z1 = e

2πki
8 , z2 = e

2πli
8 . Èìååì z1z2 = e

2πki
8 · e2πli

8 = e
2π(k+l)i

8 .
Åñëè k + l 6 7, òî ïðîèçâåâäåíèå óæå ïðåäñòàâëåíî â òðåáóåìîì âèäå.
Åñëè æå k + l > 8, òî, î÷åâèäíî k + l 6 7 + 7 = 14 è ìû ïîëó÷àåì
z1z2 = e

2π(k+l)i
8 = e

2π(k+l−8)i
8 · e2πi = e

2π(k+l−8)i
8 · 1 = e

2π(k+l−8)i
8 , ïðè÷åì

0 6 k + l 6 6, ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâè-
ìî â òðåáóåìîì âèäå. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî 〈A; ·〉 ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû Êýëè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ εk = e
2πki

8 , äëÿ
k = 1, 2, . . . , 7, òîãäà òàáëèöà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

· 1 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7

1 1 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7

ε1 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7 1
ε2 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7 1 ε1

ε3 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7 1 ε1 ε2

ε4 ε4 ε5 ε6 ε7 1 ε1 ε2 ε3

ε5 ε5 ε6 ε7 1 ε1 ε2 ε3 ε4

ε6 ε6 ε7 1 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5

ε7 ε7 1 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6

Ïðèìåð 2.4. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè ýòî ìíîæåñòâî ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè �∗�, îïðåäåëåí-
íîé ñëåäóþùèì îáðàçîì a ∗ b = îñòàòêó îò äåëåíèÿ ab íà 6. Â ñëó÷àå
îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ìíîæåñòâî ìîíîèäîì,
ïîëóãðóïïîé, ãðóïïîèäîì.
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Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî íàøå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïî-
èäîì.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà ñ äàííîé îïåðàöèåé âû-
ïîëíåíî ñâîéñòâî àññòöèàòèâíîñòè, äîêàæåì, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà
íåêîòîðîå ÷èñëî n ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë çàâèñèò òîëüêî îò îñòàò-
êîâ îò äåëåíèÿ íà n ñîìíîæèòåëåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a = kn + r,
à b = ln + s, ãäå 0 6 r, s 6 n − 1. Èìååì ab = (kn + r)(ln + s) =
kln2 +ksn+rln+rs = n(kln+ks+rl)+rs. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ
äâóõ ÷èñåë îñòàòîê îò äåëåíèÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ íà n ðàâåí îñòàòêó îò
äåëåíèÿ íà n ïðîèçâåäåíèÿ èõ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà ýòî æå ÷èñëî.

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ∗ ñëåäóåò, ÷òî (a ∗ b) ∗ c ðàâíî îñòàòêó îò
äåëåíèÿ (a ∗ b)c íà 6. Òàê êàê a ∗ b ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ ab íà
6, â ñèëó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñâîéñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî îñòàòêè îò
äåëåíèÿ íà 6 ÷èñåë (a ∗ b)c è (ab)c ðàâíû. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî a ∗ (b ∗ c) ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ a(bc) íà 6. Îñòàëîñü îòìåòèòü,
÷òî (ab)c = a(bc), òàê êàê óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâå Z àññîöèàòèâíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

Ïîñòðîèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ îïåðàöèè ∗:
∗ 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííàÿ òàáëèöà íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó òàáëèö
Êýëè äëÿ ãðóïï, íàïðèìåð, â ïåðâîé åå ñòðîêå ýëåìåíò 0 ïîâòîðÿåòñÿ
6 ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ìíîæåñòâî ñ äàííîé îïåðàöèåé íå ìîæåò
áûòü ãðóïïîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíòû â ñòðî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé
ýëåìåíòó 1 ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì â çàãîëîâêàõ ñòîëáöîâ,
à ýëåìåíòû â ñòîëáöå, ñîîòâåòñòâóþùåì ýëåìåíòó 1 ðàâíû ñîîòâåòñòâó-
þùèì ýëåìåíòàì â çàãîëîâêàõ ñòðîê. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì.

Ïðèìåð 2.5. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {0, 1, . . . , 5} è îïðåäåëèì íà íåì
îïåðàöèè ⊕ è ∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ⊕ b = îñòàòêó îò äåëåíèÿ a +
b íà 6, a ∗ b = îñòàòêó îò äåëåíèÿ a · b íà 6. Äëÿ îïåðàöèè ∗ òàáëèöà
Êýëè óæå áûëà ïîñòðîåíà â ïðèìåðå 2.4, ïîñòðîèì òàáëèöó Êýëè äëÿ
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îïåðàöèè ⊕:
⊕ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

.

2.2. Çàäà÷è

2.2.1. Ïóñòü A � ãðóïïà ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Äîêàçàòü, ÷òî â êàæ-
äîì ñòîëáöå òàáëèöû Êýëè ýòîé ãðóïïû âñå ýëåìåíòû âñòðå÷àþòñÿ ïî
îäíîìó ðàçó.
2.2.2. Ïîñòðîèòü òàáëèöó Êýëè äëÿ ñëåäóþùèõ àëãåáð:
a) C9;
á) ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ÷èñåë îò 0 äî 35, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ 36,
åñëè îïåðàöèÿ �∗� îïðåäåëåíà òàê: a ∗ b = îñòàòêó îò äåëåíèÿ ab íà 36
(Ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ Z∗36);
â) ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ H;
ã) ãðóïïà ìàòðèö âèäà

(
a1 0
0 a2

)
, ãäå a1 ∈ {0, 1}, a2 ∈ {0, 1, 2}, à

îïåðàöèÿ çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(

a1 0
0 a2

)
⊕

(
b1 0
0 b2

)
=

(
c1 0
0 c2

)
,

ãäå c1 = îñòàòêó îò a1 + b1 íà 2, à c2 = îñòàòêó îò äåëåíèÿ a2 + b2 íà 3.
2.2.3. Ïîñòðîèòü òàáëèöû Êýëè äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð. Îï-
ðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè àëãåáðà ãðóïïîé, ìîíîèäîì, ïîëóãðóïïîé, ãðóï-
ïîèäîì:
à) 〈A;⊕〉, ãäå A = {0, 1, 2, 3, 4}, à a⊕ b � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà
a + b íà 5;
á) 〈B; ∗〉, ãäå B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, à a∗ b � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà
ab íà 7;
â) 〈C; ·〉, ãäå C =

{( ±1 0
0 ±1

)
,

(
0 ±1

±1 0

)}
(âñåãî âîñåìü ìàòðèö);

ã) 〈T3, ◦〉, ãäå T3 ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðèé ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-
íèêà, à îïåðàöèÿ ◦ îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: τ ◦ ρ � ýòî ñóïåð-
ïîçèöèÿ (òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå) ïðåîáðàçîâàíèé τ è ρ;
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ä) 〈T4, ◦〉, ãäå T4 � ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðèé êâàäðàòà, à îïåðàöèÿ
îïðåäåëåíà, êàê â ï. ã).
2.2.4. Äîêàçàòü, ïîñòðîèâ òàáëèöó Êýëè, ÷òî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà, â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì
ñòîëáöå êîòîðûõ ðîâíî ïî îäíîé åäèíèöå è ïî äâà íóëÿ, îáðàçóåò ãðóïïó
îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.
2.2.5. Ïîñòðîèòü òàáëèöû Êýëè äëÿ ñëåäóþùèõ àëãåáð.
à) Z8; á) Z12;
â) ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë îò 0 äî 18, ñ îïåðàöèÿìè, îïðåäåëåííûìè,
êàê â Z20;
ã) {a + b

√
2 | a, b = 0, 1, 2} îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ, îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a+b
√

2)⊕(a′+b′
√

2) = c+d
√

2,
ãäå c è d ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî îñòàòêàì îò äåëåíèÿ a + a′ è b + b′ íà
3, à (a + b

√
2) ∗ (a′ + b′

√
2) = c + d

√
2, ãäå c è d ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

îñòàòêàì îò äåëåíèÿ aa′ + 2bb′ è ab′ + a′b íà 3;
ä) {a + b

√
3 | a, b = 0, 1, 2} îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ, îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a+b
√

3)⊕(a′+b′
√

3) = c+d
√

3,
ãäå c è d ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî îñòàòêàì îò äåëåíèÿ a + a′ è b + b′ íà
3, à (a + b

√
3) ∗ (a′ + b′

√
3) = c + d

√
3, ãäå c è d ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

îñòàòêàì îò äåëåíèÿ aa′ è ab′ + a′b íà 3;
å) {Z3 + iZ3 | a, b = 0, 1, 2} îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ, êîòîðûå èíäóöèðóþòñÿ îïåðàöèÿìè â Z3 è C.
æ) ìíîæåñòâî ìàòðèö èç M2(Z3), âòîðàÿ ñòðîêà êîòîðûõ ñîñòîèò èç
íóëåé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

2.3 Ãîìîìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïðèìåð 2.6. Äàíû àëãåáðû A = 〈R; +〉 B = 〈[0, 1);⊕〉, ãäå a ⊕ b =
{a+b}. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ãîìîìîðôèçìîì àëãåáðû A â àëãåáðó B

ôóíêöèÿ ϕ : R→ [0, 1), îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ϕ(a) = {a}
äëÿ ëþáîãî a ∈ R.1 ({x} � ýòî äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, òî åñòü ÷èñëî èç
èíòåðâàëà [0, 1) òàêîå ÷òî x− {x} öåëîå.)

1Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî óñëîâèå äàííîé çàäà÷è íåêîððåêòíî, òàê êàê ñèãíà-
òóðû àëãåáð ðàçëè÷íû (â ïåðâîì ñëó÷àå ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà +, â òî
âðåìÿ, êàê âî âòîðîì � èç ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà ⊕). Îäíàêî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèãíàòóðà
îäíà è òà æå, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî áèíàðíîé ôóíê-
öèè, à ðàçëè÷èÿ â îáîçíà÷åíèÿõ îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî îáîçíà÷åíèå �+� èìååò äîñòàòî÷íî øèðîêîå
ðàñïðîñòðàíåíèå è âïîëíå êîíêðåòíûé ñìûñë. Íàèáîëåå äîòîøíûé ÷èòàòåëü ìîæåò ñ÷èòàòü, ÷òî
îáå àëãåáðû èìåþò ñèãíàòóðó Σ = {f}, ãäå fA(a, b) = a + b äëÿ a, b ∈ R, à fB(a, b) = a ⊕ b äëÿ
a, b ∈ [0, 1).
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Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R âûïîëíåíî
ϕ(a+b) = ϕ(a)⊕ϕ(b), òî åñòü íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

{a + b} = {a} ⊕ {b}. (2.1)
Ïóñòü a = n + {a}, à b = m + {b}. Âû÷èñëèì âûðàæåíèÿ â ïðàâîé è

ëåâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (2.1). Â ëåâîé ÷àñòè èìååì
{a + b} = {n + {a}+ m + {b}} = {{a}+ {b}}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëÿÿ âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷àåì
{a} ⊕ {b} = {n + {a}} ⊕ {m + {b}} = {a} ⊕ {b} = {{a}+ {b}}.

Èòàê, äëÿ äàííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è äàííîãî îòîáðàæåíèÿ ðà-
âåíñòâî (2.1) âûïîëíåíî, à çíà÷èò ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
A â B.
Ïðèìåð 2.7. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A = 〈R+, ·, 6〉 è
B = 〈R; +, 6〉 èçîìîðôíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ : R+ → R, îïðåäåëåííóþ ïî
ïðàâèëó ϕ(a) = ln a.

Äîêàæåì, ÷òî ϕ � ãîìîìîðôèçì. Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R+ èìååì
ϕ(a · b) = ln(a · b) = ln a + ln b = ϕ(a) + ϕ(b).

Êðîìå òîãî, åñëè a 6 b, òî ϕ(a) = ln a 6 ln b = ϕ(b), ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Äàëåå, äîêàæåì, ÷òî ϕ � áèåêöèÿ. Ïóñòü ϕ(a) = ϕ(b), òîãäà ln a =
ln b, ñëåäîâàòåëüíî, a = eln a = eln b = b, òî åñòü ϕ èíúåêòèâíà. Ïóñòü
c ∈ R. Ðàññìîòðèì ec, èìååì ϕec = ln ec = c. Èòàê, ϕ ñþðúåêòèâíà, à
çíà÷èò è áèåêòèâíà.

Íàêîíåö, î÷åâèäíî, ÷òî ϕ−1(c) = ec. Äëÿ ëþáûõ c, d ∈ R èìååì
ϕ−1(c + d) = ec+d = ec · ed = ϕ−1(c) · ϕ−1(d).

Êðîìå òîãî, åñëè c 6 d, òî ϕ−1(c) = ec 6 ed = ϕ−1(d). Òàêèì îáðàçîì,
ϕ−1 � òàêæå ãîìîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî ϕ � èçîìîðôèçì.

2.3. Çàäà÷è
2.3.1. ßâëÿåòñÿ ëè ãîìîìîðôèçìîì àëãåáðû A ñ íîñèòåëåì A â àëãåá-
ðó B ñ íîñèòåëåì B ôóíêöèÿ ϕ : A → B, åñëè:
a) A = 〈Z; ·〉, B〈Z+

0 ; ·〉, ϕ(z) = |z|;
á) A = 〈C; ·〉, B〈R; ·〉, ϕ(z) = |z|;
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â) A = 〈C; ·〉, B = 〈R, ·〉, ϕ(z) = −|z|;
ã) A = 〈Z; +〉, B = 〈{z ∈ C | |z| = 1}; ·〉, ϕ(n) = einπ

3 ;
ä) A = 〈R; +〉, B =

〈{
z ∈ C

∣∣ |z| = 1
}
; ·〉, ϕ(x) = eix;

å) A = 〈{0, 1, 2, . . . , 35};⊕1〉, ãäå a⊕1 b ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ a+b íà
36, B = 〈{0, 1, 2, . . . , 7};⊕2〉, ãäå c⊕2 d ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ c + d
íà 8, ϕ(n) ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ ÷èñëà 2n íà 8;
æ) A = B = 〈R; ·〉, ϕ(x) = x2;
ç) A � ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö n-îãî ïîðÿäêà ñ îïåðàöèåé óìíî-
æåíèÿ ìàòðèö B = 〈R; ·〉, ϕ(C) = det C, äëÿ ëþáîé ìàòðèöû n-ãî ïî-
ðÿäêà C.
2.3.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå àëãåáðû èçîìîðôíû:
à) 〈Z; +〉 è 〈A; ·〉, ãäå A = {3n |n ∈ Z};
á) 〈A; ·〉 è 〈B; ·〉, ãäå A îïðåäåëåíî, êàê â ï. à), à
B = {2m |m ∈ Z};
â) 〈C; ·〉 è 〈D; ·〉, ãäå C = {a + b

√
2 |a, b ∈ Z},

D =

{(
a b

2b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z
}
;

ã) 〈C; +, ·〉 è 〈E; +, ·〉, ãäå E =

{(
a b

−b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ R
}
;

ä) 〈Z2;⊕〉, åñëè (a, b)⊕ (c, d) = (a + c, b + d) è 〈F, ·〉, ãäå
F = {2m · 3n |m,n ∈ Z};
å) 〈R+; ·〉 è 〈R; +〉?

2.4 Ïîäñèñòåìû

Ïðèìåð 2.8. ßâëÿþòñÿ ëè ïîäàëãåáðàìè àëãåáðû A = 〈Z; +, ·, 6〉 ìíî-
æåñòâà:
1. B = 〈2Z; +, ·, 6〉; 2. C = 〈2Z+ 1; +, ·, 6〉?
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ìíîæåñòâî B î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé.
Äåéñòâèòåëüíî êàê ñóììà, òàê è ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷åòíûõ ÷èñåë ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷åòíûì.
2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, C = 〈2Z+1; +, ·, 6〉 íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé, òàê
êàê ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé (ñóììà äâóõ
íå÷åòíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì, òî åñòü äëÿ a, b ∈ 2Z + 1
ïîëó÷àåì a + b 6∈ 2Z+ 1).

Ïðèìåð 2.9. Íàéòè âñå ïîäàëãåáðû, òî åñòü âñå ïîäñèñòåìû àëãåáðà-
è÷åñêîé ñèñòåìû A èç ïðèìåðà 2.3.
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Ðåøåíèå. Îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî X ýëåìåíòîâ àëãåáðû. Åñëè ïî-
äàëãåáðà ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû X, òî îíà äîëæíà ñîäåðæàòü è âñå
ýëåìåíòû, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé èç ñèãíà-
òóðû àëãåáðû A ê ýëåìåíòàì èç X. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè âñå òàêèå
ýëåìåíòû ëåæàò â X, òî X è ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå, êàê òîëüêî íàéäåí ýëåìåíò, íå ëåæàùèé â X, äîáàâëÿåì åãî â XF

è ïðîäîëæàåì ïðîöåäóðó äëÿ ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà. Åñëè â àëãåáðå
êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, òî íà êîíå÷íîì øàãå ïîëó÷àåòñÿ ìíî-
æåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé èç ñèãíàòóðû àëãåáðû
A. Ýòî ìíîæåñòâî è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîäàëãåáðîé èñõîäíîé àëãåáðû. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî çàäà÷è äàííîãî òèïà òðåáóþò ïðîâåäåíèÿ äîâîëüíî áîëü-
øîãî ïåðåáîðà. Òàáëèöû Êýëè êàê ðàç è ïîìîãàþò îáëåã÷èòü ïðîöåññ
ïåðåáîðà.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò â âîñüìîé ñòåïåíè ðàâåí 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ëþáàÿ ïîäàëãåáðà äîëæíà ñîäåðæàòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò 1.
Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ A âûïîëíåíî x7 · x = x · x7 = 1,
à çíà÷èò âìåñòå ñ ëþáûì ýëåìåíòîì àëãåáðà A ñîäåðæèò è îáðàòíûé ê
íåìó Åñëè ìû íà÷èíàåì ñ ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî òîëüêî ýòîò ýëåìåíò,
òî, î÷åâèäíî, ýòî ìíîæåñòâî è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîäàëãåáðîé, òàê êàê îíî
çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Èòàê, îäíà ïîäàëãåáðà íàéäåíà: ýòî
{1}.

Ïóñòü òåïåðü ïîäàëãåáðà ñîäåðæèò ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà {1, ε1}.
Òàê êàê óìíîæåíèå íà 1 íå äàåò íîâûõ ýëåìåíòîâ, ðàññìîòðèì ïðîèç-
âåäåíèÿ ñ ε1. Ïîëó÷àåì ε1 · ε1 = ε2, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäàëãåáðà äîëæíà
ñîäåðæàòü ε2. Äàëåå èìååì ε2 · ε1 = ε3, ε3 · ε1 = ε4 è òàê äàëåå. Òàêèì
îáðàçîì, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäàëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ε1, ñîäåðæèò âñå
ýëåìåíòû èñõîäíîé àëãåáðû, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ íåé.

Ïóñòü ïîäãðóïïà ñîäåðæèò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {1, ε2}. Ïîëó÷àåì
ε2 · ε2 = ε4, ε4 · ε2 = ε6, ε6 · ε2 = 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âçÿòèè
äðóãèõ ïðîèçâåäåíèé ìû íå ïîëó÷èì áîëüøå íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåí-
òîâ (ïðè ïåðåìíîæåíèè ýëåìåíòîâ ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè ìû ïîëó÷àåì
òàêæå ýëåìåíò ñ ÷åòíûì èíäåêñîì).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {1, ε3}. Èìååì ε3 · ε3 = ε6, à ε6 · ε3 = ε1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîäàëãåáðà äîëæíà ñîäåðæàòü ýëåìåíò ε1, à çíà÷èò, ïî
äîêàçàííîìó âûøå, îíà ñîâïàäàåò ñî âñåé àëãåáðîé.

Ïóñòü òåïåðü èñõîäíîå ìíîæåñòâî ðàâíî {1, ε4}, òîãäà ïîëó÷àåì
ε4 · ε4 = 1, ñëåäîâàòåëüíî ýòî ìíîæåñòâî ñàìî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
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îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïðîèçâåäåíèé è îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðà-
çîì, îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {1, ε5}. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ýòîò ñëó÷àé òàê-
æå, êàê è âñå ïðåäûäóùèå, à ìîæíî íà÷àòü ñ íàõîæäåíèÿ îáðàòíûõ
ýëåìåíòîâ è çàìåòèòü, ÷òî ε−1

5 = ε3, ñëåäîâàòåëüíî, èç óæå ðàçîáðàí-
íîãî ñëó÷àÿ ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîäàëãåáðà ñîâïàäàåò ñî âñåé
àëãåáðîé.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè àíàëîãè÷íû: äëÿ íà÷àëà çàìå÷àåì, ÷òî ε−1
6 = ε2

è ε−1
7 = ε1, à çàòåì ïåðåõîäèì ê óæå ðàññìîòðåííûì ñëó÷àÿì. Â

èòîãå â ïåðâîì èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ ìû îïÿòü ïîëó÷àåì ïîäàëãåáðó
{1, ε2, ε4, ε6}, à âî âòîðîì � âñþ àëãåáðó.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè 4 ïîäàëãåáðû àëãåáðû A èõ íîñèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâà: {1}, {1, ε4}, {1, ε2, ε4, ε6}, A.

Ìû íàøëè âñå âîçìîæíûå ïîäàëãåáðû, ïîëó÷åííûå èç äâóõýëåìåíò-
íûõ ìíîæåñòâ (íåéòðàëüíûé ýëåìåíò âìåñòå ñ åùå êàêèì-íèáóäü ýëå-
ìåíòîì), îäíàêî ýòîãî, â îáùåì ñëó÷àå, íåäîñòàòî÷íî. Íåîáõîäèìî ðàñ-
ñìîòðåòü òðåõ-, ÷åòûðåõ- è òàê äàëåå ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà. Íî ìû
ìîæåì ñîêðàòèòü îáúåì ðàáîòû, âåäü ìû óæå íàøëè âñå ïîäàëãåáðû,
ïîëó÷åííûå èç äâóõýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ, èíûìè ñëîâàìè, ìû çíàåì,
÷òî åñëè ïîäãðóïïà ñîäåðæèò íåêîòîðûé (íååäèíè÷íûé) ýëåìåíò, òî îíà
äîëæíà ñîäåðæàòü äîïîëíèòåëüíî åùå íåêîòîðûå ýëåìåíòû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìû ìîæåì íà÷àòü ñ óæå íàéäåííîé ïîäàëãåáðû è äîáàâèòü ê
íåé åùå îäèí ýëåìåíò, ïîñëå ÷åãî ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ â
íà÷àëå ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî äîáàâëåíèå ýëåìåíòà ñ íå÷åòíûì èíäåê-
ñîì ïðèâåäåò íàñ êî âñåé ãðóïïå, òàê êàê ïîäàëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ 1 è
ε2m+1, ñîâïàäàåò ñî âñåé àëãåáðîé ïî äîêàçàííîìó âûøå. Çíà÷èò îñòà-
ëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àè äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè.

Â ïîäàëãåáðå {1, ε2, ε4, ε6} óæå åñòü âñå ýëåìåíòû ñ ÷åòíûìè èíäåê-
ñàìè, çíà÷èò äîáàâëåíèå ëþáîãî äðóãîãî ýëåìåíòà ïðèâåäåò íàñ êî âñåé
ãðóïïå.

Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ïîäàëãåáðû {1, ε4}. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì äîáàâèòü ëèáî ε2, ëèáî ε6. Íî â ñèëó äîêàçàí-
íîãî âûøå, åñëè ïîäàëãåáðà ñîäåðæèò îäèí èç ýòèõ ýëåìåíòîâ, òî îíà
ñîäåðæèò è äðóãîé, à òàêæå ε4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ïîäàëãåáðà íå
ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè, ñëåäîâàòåëüíî îíà ñîâïà-
äàåò ñ {1, ε2, ε4, ε6}. Òàêèì îáðàçîì, íà äàííîì øàãå ìû íå ïîëó÷èëè
íîâûõ ïîäàëãåáð, à çíà÷èò ìû óæå íàøëè âñå ïîäàëãåáðû àëãåáðû A.
Îòâåò: íîñèòåëÿìè ïîäàëãåáð ìîãóò áûòü òîëüêî ìíîæåñòâà {1}, {1, ε4},
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{1, ε2, ε4, ε6}, A.

Ïðèìåð 2.10. Ïóñòü A = 〈R; qr, ·〉, ãäå qr(x) = 3
√

x � àëãåáðà. Íàéòè
ïîäàëãåáðó àëãåáðû A, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì X = {2}.
Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì, êàêèå åùå ýëåìåíòû äîëæíû ïðè-
íàäëåæàòü A(X). Òàê êàê 2 ∈ X ⊆ A(X), èìååì 3

√
2 ∈ A(X), à çíà-

÷èò 3
√

3
√

2 = 9
√

2 òàêæå ïðèíàäëåæèò A(X), è ò.ä., òî åñòü, ëåãêî ïîêà-
çàòü (ïî èíäóêöèè), ÷òî ìíîæåñòâî A(X) ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû âèäà
3k√

2, äëÿ âñåõ öåëûõ çíà÷åíèé k > 1. Óìíîæàÿ ýëåìåíòû 3k√
2 íà ñåáÿ

íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëà âèäà ( 3k√
2)m = 2

m

3k ∈ A(X) äëÿ
âñåõ öåëûõ çíà÷åíèé k,m > 1. Ïðîâåðèâ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïå-
ðàöèé ê ïîëó÷åííûì ýëåìåíòàì, ìîæíî âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
A(X) = {2 m

3k |m, k ∈ N∗}.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî íàøà ãèïîòåçà âåðíà. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

ëþáîå ÷èñëî óêàçàííîãî âèäà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ÷èñëà 2 ïðè
ïîìîùè îïåðàöèé ñèãíàòóðû àëãåáðû A. Èìååì

2
m

3k =
3

√
3

√
. . .

3
√

2
︸ ︷︷ ︸
k ðàäèêàëîâ

· 3

√
3

√
. . .

3
√

2
︸ ︷︷ ︸
k ðàäèêàëîâ

· . . . · 3

√
3

√
. . .

3
√

2
︸ ︷︷ ︸
k ðàäèêàëîâ︸ ︷︷ ︸

m ñîìíîæèòåëåé

.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äàííîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé. Èìååì 3

√
2

m

3k = 2
m

3k + 1
3 = 2

m

3k+1 , à òàêæå 2
m

3k · 2
n

3l = 2
m

3k + n

3l =

2
m·3l+n·3k

3k+l , ïðè÷åì, î÷åâèäíî, ÷òî k + 1,m · 3l + n · 3k, k + l ∈ N∗. Òî åñòü
ìíîæåñòâî {2 m

3k |m, k ∈ N∗} çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé àëãåáðû
A. Ñëåäîâàòåëüíî, A(X) = {2 m

3k |m, k ∈ N∗}.
Ïðèìåð 2.11. Ïóñòü A = 〈R3;⊕,ª〉, ãäå (a1, a2, a3)⊕ (b1, b2, b3) = (a1 +
b1, a2 + b2, a3 + b3), (a1, a2, a3) ª (b1, b2, b3) = (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3) �
àëãåáðà. Íàéòè ïîäàëãåáðó àëãåáðû A, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì X =
{(1, 2, 3), (0, 0, 2)}.
Ðåøåíèå. Èìååì (1, 2, 3) ⊕ (1, 2, 3) = (2, 4, 6), ñëåäîâàòåëüíî (2, 4, 6) ∈
A(X). Àíàëîãè÷íî, (1, 2, 3)⊕ (2, 4, 6) = (3, 6, 9), è òàê äàëåå. Òàêèì îá-
ðàçîì, (n, 2n, 3n) ∈ A(X), äëÿ âñåõ n ∈ N∗. Äàëåå, (1, 2, 3)ª (1, 2, 3) =
(0, 0, 0), à çíà÷èò (0, 0, 0) ∈ A(X). Àíàëîãè÷íî, (0, 0, 0) ª (1, 2, 3) =
(−1,−2,−3), è òàê äàëåå. Çíà÷èò A(X) ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû âèäà
(n, 2n, 3n) äëÿ n ∈ Z. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî A(X) äîëæíî ñîäåðæàòü òàêæå âñå ýëåìåíòû âèäà (0, 0, 2m), äëÿ
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m ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îäíó èç îïåðàöèé ê ýëåìåíòàì ðàç-
ëè÷íûõ âèäîâ ïîëó÷èì, ÷òî ýëåìåíòû âèäà (n, 2n, 3n + 2m òàêæå ëå-
æàò â A(X). Ìîæíî ïåðåïèñàòü ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ â âèäå
A′ = {(n, 2n, k) |n, k ∈ Z, n + k ÷åòíî}. Â êà÷åñòâå ðàáî÷åé ãèïîòåçû
ïîëîæèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî è åñòü A(X). Ïðîâåðèì åå.

Âîçüìåì ýëåìåíò (n, 2n, k), òàêîé ÷òî n, k ∈ Z è n + k ÷åòíî. Ýòîò
âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (n, 2n, 3n)⊕(0, 0, k−3n). Åñëè n > 0,
òî ýëåìåíò (n, 2n, 3n) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(n, 2n, 3n) = (1, 2, 3)⊕ (1, 2, 3)⊕ · · · ⊕ (1, 2, 3)︸ ︷︷ ︸
n ýëåìåíòîâ

.

Åñëè æå n 6 0, òî èìååì

(n, 2n, 3n) = (1, 2, 3)ª(1, 2, 3)ª · · · ª (1, 2, 3)︸ ︷︷ ︸
−n+1 ýëåìåíòîâ

.

Òàê êàê k + n ÷åòíî, ÷èñëà k è n îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, òî åñòü ëèáî
îáà ÷åòíûå, ëèáî îáà íå÷åòíûå. Ðàçîáðàâ îáà ñëó÷àÿ, ïîëó÷èì k − 3n
÷åòíîå. Åñëè k − 3n > 0, òî èìååì

(0, 0, k − 3n) = (0, 0, 2)⊕ (0, 0, 2)⊕ · · · ⊕ (0, 0, 2)︸ ︷︷ ︸
k−3n

2 ýëåìåíòîâ

.

Â ñëó÷àå åñëè k − 3n 6 0, ïîëó÷àåì

(0, 0, k − 3n) = (0, 0, 2)ª(0, 0, 2)ª · · · ª (0, 0, 2)︸ ︷︷ ︸
3n−k+2

2 ýëåìåíòîâ

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò (n, 2n, k) òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îïåðà-
öèè àëãåáðû A èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ýëåìåíòû (n1, 2n1, k1) è (n2, 2n2, k2). Ïîëó÷à-
åì (n1, 2n1, k1) ⊕ (n2, 2n2, k2) = (n1 + n2, 2(n1 + n2), k1 + k2), ïðè÷åì
n1 + n2, k1 + k2 ∈ Z è n1 + n2 + k1 + k2 = (n1 + k1) + (n2 + k2) ÷åòíîå,
êàê ñóììà äâóõ ÷åòíûõ ÷èñåë. Àíàëîãè÷íî, (n1, 2n1, k1)ª(n2, 2n2, k2) =
(n1−n2, 2(n1−n2), k1−k2), ïðè÷åì n1−n2, k1−k2 ∈ Z è n1−n2+k1−k2 =
(n1 + k1) − (n2 + k2) ÷åòíîå, êàê ðàçíîñòü äâóõ ÷åòíûõ ÷èñåë. Òàêèì
îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè àëãåáðû A ê ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà A′,
ñíîâà ïîëó÷àåì ýëåìåíò ýòîãî æå ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, A′ çà-
ìêíóòî îòíîñèòåëüíî îáåèõ îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, {(n, 2n, k) |n, k ∈
Z, n + k ÷åòíî} = A(X).
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2.4. Çàäà÷è

2.4.1. Ïðè ïîìîùè ïîñòðîåííîé òàáëèöû íàéòè âñå ïîäàëãåáðû àëãåáð
èç çàäà÷è 2.2.2.
2.4.2. Äëÿ àëãåáðû A íàéòè ïîäàëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì X :
a) A = 〈Z; +, ·〉, X = {−1, 3};
á) A = 〈Q; +,−, ·〉, X =

{
1

5

}
;

â) A = 〈Z3;⊕〉, ãäå îïåðàöèÿ îïðåäåëåíà òàê: (a1, a2, a3) ⊕ (b1, b2, b3) =
(a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3), X = {(1, 0, 1), (2, 0, 0)};
ã) A = 〈Z3;⊕,ª〉, ãäå îïåðàöèÿ ⊕ îïðåäåëåíà, êàê â ï.â), à (a1, a2, a3)ª
(b1, b2, b3) = (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3), X = {(1, 0, 1), (0, 2, 0)};
ä) A = 〈R+

0 ; sqrt, 2〉, ãäå sqrt(x) =
√

x, X = {3};
å) A = 〈R+

0 ; sqrt, ·〉, ãäå sqrt(x) =
√

x, X = {3, 5};
æ) A = 〈R3;×〉, X = {ı, };
ç) A = 〈Z; +〉, X = {3, 4};
è) A = 〈Z; +,−〉, X = {8, 12}.
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Äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè
è áóëåâû àëãåáðû

Ïðèìåð 3.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ äèàãðàìì Õàññå ÿâëÿþòñÿ ðåøåò-
êàìè?
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2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ äèàãðàììà, î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåò ðåøåòêå,
òàê êàê äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò êàê ñóïðåìóì, òàê è
èíôèìóì ýòèõ ýëåìåíòîâ (ñì. [5] � 2.6). Âòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó, íå ÿâëÿþùåìóñÿ ðåøåòêîé, òàê êàê â ýòîì
ìíîæåñòâå äâà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà: e è f .

Ïðèìåð 3.2. ßâëÿåòñÿ ëè ðåøåòêîé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-
ñòâî A = 〈Z2; 6〉, ãäå îòíîøåíèå 6 îïðåäåëåíî ïî ïðàâèëó: (x1, y1) 6
(x2, y2), åñëè x1 6 x2 è y1 6 y2 (òî åñòü îòíîøåíèå 6 ýòî ìíîæåñòâî
{((x1, y1), (x2, y2)) |x1 6 x2, y1 6 y2})?
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì (x1, y1) ∨ (x2, y2) = (max{x1, x2}, max{y1, y2})
è (x1, y1) ∧ (x2, y2) = (min{x1, x2}, min{y1, y2}), ñëåäîâàòåëüíî A ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåòêîé.

Ïðèìåð 3.3. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ðåøåòêè ðåøåòêè
äèñòðèáóòèâíûìè:
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A3:

Ðåøåíèå. 1. Ðàññìîòðèì ïîäðåøåòêó B ðåøåòêè A1 ñ ýëåìåíòàìè
a, c, e, f, g. Ïîñòðîèì äèàãðàììó Õàññå, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîé ïîäðå-
øåòêå. Òàê êàê â ðåøåòêå A1 ýëåìåíò b ïîêðûâàåò ýëåìåíò a, à ýëåìåíò
e ïîêðûâàåò ýëåìåíò b, è ýëåìåíò b íå ëåæèò â ïîäðåøåòêå B, ïîëó-
÷àåì e ïîêðàûâàåò a, â ýòîé ïîäðåøåòêå. Àíàëîãè÷íî, â ïîäðåøåòêå B

ýëåìåíò f ïîêðûâàåò ýëåìåíò c. Ñëåäîâàòåëüíî, äèàãðàììà Õàññå äëÿ
ïîäðåøåòêè B èìååò âèä

B:

B
B

B
B

B
B

BB
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@
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¡
¡¡

q

q

q

q q

a

g

e

c

f

,

òî åñòü B èçîìîðôíà ðåøåòêå P5. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåòêà A1 íå ÿâëÿ-
åòñÿ äèñòðèáóòèâíîé.
2. Ðåøåòêà A2 ñîäåðæèò 5 ýëåìåíòîâ. Ðîâíî ñòîëüêî æå ýëåìåíòîâ ñî-
äåðæàò ðåøåòêè M3 è P5. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A íå ÿâëÿåòñÿ äèñòðè-
áóòèâíîé, òî îíà ñàìà äîëæíà áûòü èçîìîðôíà M3 èëè P5 (ñì. [5],
òåîðåìà 2.6.1), îäíàêî, î÷åâèäíî, ýòî íå òàê. Èòàê, ïîëó÷èëè, ÷òî A2

äèñòðèáóòèâíà.
3. Ðåøåòêà A3 ñîäåðæèò 6 ýëåìåíòîâ, òî åñòü íà îäèí ýëåìåíò áîëüøå,
÷åì â ðåøåòêàõ M3 è P5. Ðàññìîòðèì âñå ïîäðåøåòêè ðåøåòêè A, ñîäåð-
æàùèå ïÿòü ýëåìåíòîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì Õàññå ýòèõ ïîäðåøå-
òîê âîñïîëüçóåìñÿ òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè, ÷òî è â ï. 1. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïîäðåøåòêè, ïîëó÷åííûå èç A3 óäàëåíèåì, ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåí-
òîâ a è b, èçìîðôíû. Òàêæå èçîìîðôíû ðåøåòêè, ïîëó÷åííûå óäàëå-
íèåì ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòîâ c è d è ðåøåòêè, ïîëó÷åííûå óäàëåíèåì
ñîîòâåòñòâåííî e è f . Òàêèì îáðàçîì, åñòü 3 íåèçîìîðôíûå ðåøåòêè:
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íè îäíà èç ýòèõ ðåøåòîê íå èçîìîðôíà M3 èëè P5.
Ñëåäîâàòåëüíî, A3 äèñòðèáóòèâíà.

Ïðèìåð 3.4. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ðåøåòêè áóëåâûìè
àëãåáðàìè.

A1:

q

q

a

b

½
½

½
½

Z
Z

Z
Z
½

½
½

½

Z
Z

Z
Z

q

q

q q

q

a

b

c d

e
A2:

©©©©

HHHH

©©©©

HHHH

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢

q
q q

q q
q

q
q

a

b c

f g

h

e

d

A3:

Ðåøåíèå. 1. Ïóñòü A={1}. Ðàññìîòðèì àëãåáðó Êàíòîðà

〈P(A);∩,∪, ,∅, A〉.
Ýòà àëãåáðà ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà: ∅ è {1}, ïðè÷åì ∅ ⊆ {1}, à çíà÷èò,
äèàãðàììà Õàññå ó äàííîãî ÷àñòè÷íî óïðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñîâïà-
äàåò ñ äèàãðàììîé Õàññå ðåøåòêè A1. Ñëåäîâàòåëüíî, A1 èçîìîðôíà
àëãåáðå Êàíòîðà îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ áóëå-
âîé àëãåáðîé.
2. Äàííàÿ ðåøåòêà èìååò 5 ýëåìåíòîâ, îäíàêî èç [5] (ñëåäñòâèå 2.6.5)
÷èñëî ýëåìåíòîâ ëþáîé êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
äâîéêè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåòêà A íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ áóëåâîé àëãåá-
ðîé.
3. Äàííàÿ ðåøåòêà èìååò 8 = 23 ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó íåëüçÿ ïðèìåíèòü
ðàññóæäåíèÿ ï. 2.

Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåòêà íå ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé, ìîæíî ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòà ðåøåòêà íå èçîìîðôíà àë-
ãåáðå Êàíòîðà ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ìîæíî ïîêàçàòü,
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÷òî ðåøåòêà íå ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, à ìîæíî çàíÿòüñÿ ïîèñêîì
òàêîãî ýëåìåíòà x ðåøåòêè, ÷òî ëèáî ýëåìåíòà x íå ñóùåñòâóåò, ëè-
áî ýëåìåíòîâ ñ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè áîëåå îäíîãî. Äëÿ êîíêðåòíîé
ðåøåòêè ìîæíî âûáðàòü òîò ñïîñîá, êîòîðûé òåõíè÷åñêè ïðîùå, ÷åì
äâà äðóãèõ. Îáû÷íî, íàèáîëåå ñëîæíûé ñïîñîá � ïåðâûé. ×òî êàñàåò-
ñÿ âòîðîãî ñïîñîáà, îí ðàáîòàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ðåøåòêà íå
ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé. Åñëè æå ðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé,
íî íå ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé, òî âòîðîé ñïîñîá íå ïðèìåíèì.

Âîñïîëüçóåìñÿ òðåòüèì ñïîñîáîì äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. Âîçü-
ìåì ýëåìåíò f . Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî �óðàâíåíèå� f ∧ x = 0 èìååò ÷å-
òûðå �ðåøåíèÿ�: x = a, c, d, g. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �óðàâíåíèå� f ∨ x = 1
èìååò ïÿòü �ðåøåíèé�: x = c, d, e, g, h. Ñëåäîâàòåëüíî, f ìîæåò áûòü
ðàâíî, c, d èëè g, îäíàêî â áóëåâîé àëãåáðå äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà p ýëå-
ìåíò p ìîæåò áûòü âûáðàí åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Ñëåäîâàòåëüíî, A3

íå ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé.

3.1. Çàäà÷è

3.1.1. Äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü òîëüêî îïðåäåëåíèÿìè, ÷òî ñëåäóþùèå ðå-
øåòêè íå ÿâëÿþòñÿ äèñòðèáóòèâíûìè:
à) M3; á) P5.
3.1.2. ßâëÿþòñÿ ëè äèñòðèáóòèâíûìè ñëåäóþùèå ðåøåòêè?
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3.1.3. ßâëÿþòñÿ ëè äàííûå ðåøåòêè áóëåâûìè àëãåáðàìè?
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Ãëàâà 4

×èñëîâûå ñèñòåìû

4.1 Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

Ïðèìåð 4.1. Çàïèñàòü ÷èñëî 63954,310 â øåñòíàäöàòåðè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì ÷èñëî íà öåëóþ è äðîáíóþ ÷àñòü è ïåðåâåäåì êàæ-
äóþ èç ÷àñòåé â øåñòíàäöàòåðè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ïî îòäåëüíîñòè.

Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ðàâíà 6395410. Èìååì

63953 = 16 · 3997 + 1

3997 = 16 · 249 + 13

249 = 16 · 15 + 9

15 = 16 · 0 + 15,

ñëåäîâàòåëüíî, 6395410 = F9D116.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê çàïèñè äðîáíîé ÷àñòè, êîòîðàÿ ðàâíà 0,310. Èìååì

0,3 · 16 = 4,8

0,8 · 16 = 12,8

0,8 · 16 = 12,8.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ïåðèîäè÷åñêóþ ÷àñòü äðîáè è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ìîæåì çàïèñàòü 0,310 = 0,4(C)16.

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì 63954,310 = F9D1,4(C)16.

Ïðèìåð 4.2. Ïåðåâåñòè ÷èñëî 2736,38 â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëå-
íèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

2736,38 = 2 · 83 + 7 · 82 + 3 · 8 + 6 + 3 · 8−1 =

= 2 · 512 + 7 · 64 + 3 · 8 + 6 +
3

8
=

= 102410 + 44810 + 2410 + 610 + 0,37510 =

= 1502,37510.

Ïðèìåð 4.3. Çàïèñàòü ÷èñëî 6395410 â ïÿòåðè÷íî-øåñòíàäöàòåðè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè ÷èñëî 6395410 â øåñòíàäöà-
òåðè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ. Èç ïðèìåðà 4.1 ñëåäóåò, ÷òî 6395410 =
F9D116. Äëÿ çàïèñè êàæäîé øåñòíàäöàòåðè÷íîé �öèôðû� äîñòàòî÷íî
äâóõ ïÿòåðè÷íûõ. Ïîëó÷àåì F16 = 305, 916 = 145, D16 = 235, 116 = 015.
Èòîãî, 6395410 â ïÿòåðè÷íî-øåñòíàäöàòåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ çà-
ïèñûâàåòñÿ êàê 301423015-16.

4.1. Çàäà÷è

4.1.1. Çàïèñàòü â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñëåäóþùèå ÷èñëà:
à) 34235; á) 24115; â) A1B16; ã) 23F16; ä) 74718; å) 56478.
4.1.2. Çàïèñàòü â òðîè÷íîé, ïÿòåðè÷íîé, âîñüìåðè÷íîé è øåñòíàäöà-
òåðè÷íîé ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ ñëåäóþùèå ÷èñëà:
à) 2131; á) 5248.
4.1.3. Çàïèñàòü â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñëåäóþùèå ÷èñëà:
à) 34,335; á) 41,2415; â) 32,248; ã) 43,648.
4.1.4. Çàïèñàòü:
à) 45,68 â ïÿòåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
á) 32,584 â ïÿòåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
â) 62,9375 â âîñüìåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
ã) 57,46875 â âîñüìåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
ä) 23,3 â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.
4.1.5. Çàïèñàòü ñëåäóþùèå ÷èñëà â äâîè÷íî-äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñ-
ëåíèÿ: à) 3792; á) 54863.

4.2 Äåëèìîñòü. Àëãîðèòì Åâêëèäà

Ïðèìåð 4.4. Ïîäåëèòü a = 25 íà b = 7 ñ îñòàòêîì.
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Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 25 = 7·3+4. Òî åñòü q = 3, r = 4. Ïðè ýòîì
0 6 4 < 7. Êîíå÷íî, ìîæíî çàïèñàòü 25 = 7 ·4+(−3) èëè 25 = 7 ·2+11,
íî â ïåðâîì ñëó÷àå (−3) < 0, à âî âòîðîì 11 > 7.
Ïðèìåð 4.5. Íàéòè (84, 66).
Ðåøåíèå. Èìååì

84 = 66 · 1 + 18

66 = 18 · 3 + 12

18 = 12 · 1 + 6

12 = 6 · 2.
Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê ðàâåí 6, ñëåäîâàòåëüíî, (84, 66) = 6.

4.2. Çàäà÷è
4.2.1. Äîêàçàòü, àëãîðèòì Åâêëèäà âû÷èñëÿåò íàèáîëüøèé îáùèé äå-
ëèòåëü ÷èñåë, íà êîòîðûõ àëãîðèòì íà÷èíàåò ðàáîòó.
4.2.2. Íàéòè ÍÎÄ è ÍÎÊ ñëåäóþùèõ ÷èñåë ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà
Åâêëèäà: à) 122 è 305; á) 124 è 48;
â) 852 è 483; ã) 588 è 861.
4.2.3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, c âûïîëíåíî:
à) (a, b, c) = ((a, b), c) = (a, (b, c));
á) [a, b, c] = [[a, b], c] = [a, [b, c]].
4.2.4. Íàéòè ÍÎÄ è ÍÎÊ ñëåäóþùèõ ÷èñåë ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà
Åâêëèäà: à) 45, 189 è 175; á) 360, 500 è 675.
4.2.5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, c âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî [a, b, c] =

abc · (a, b, c)

(a, b) · (b, c) · (a, c)
.

4.2.6. Äîêàçàòü ÷òî åñëè (a, b) = d, òî (a/d, b/d) = 1.
4.2.7. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ïðèçíàêè äåëèìîñòè:
a) Åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà äåëèòñÿ íà 2, òî è ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ
íà 2;
á) Åñëè äâóçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð èñõîä-
íîãî ÷èñëà, äåëèòñÿ íà 4, òî è ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 4;
â) Åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà äåëèòñÿ íà 5, òî è ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ
íà 5;
ã) Åñëè ñóììà öèôð ÷èñëà äåëèòñÿ íà 9, òî è ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 9;
ä) Åñëè ðàçíîñòü ñóììû öèôð, ñòîÿùèõ íà ÷åòíûõ ïîçèöèÿõ ÷èñëà, è
ñóììû öèôð, ñòîÿùèõ íà íå÷åòíûõ åãî ïîçèöèÿõ, äåëèòñÿ íà 11, òî è
ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11.
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4.2.8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a|b è b|c, òî a|c.
4.2.9. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé. Äîêàçàòü
âåðíûå óòâåðæäåíèÿ, äëÿ íåâåðíûõ ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð:
à) Åñëè a|c è b|c, òî [a, b]|c;
á) Åñëè a|c è b|c, òî ab|c;
â) Åñëè a|b è a|c, òî a|(b, c).
4.2.10. à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c, d ∈ N∗ ñïðàâåäëèâî

(a, b)(c, d)|(ac, bd);
á) Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c, d ∈ N∗ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
(a, b)(c, d) = (ac, bd). Äîêàçàòü èëè ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð.

4.3 Ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ. Ñðàâíåíèÿ

Ïðèìåð 4.6. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå 35x + 22y = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì àëãîðèòì Åâêëèäà (ñîîòâåòñòâóþùèå ðà-
âåíñòâà çàïèøåì â ïåðâûé ñòîëáåö). Èìååì

35 = 22 · 1 + 13 ⇒ 13 = 35− 22;
22 = 13 · 1 + 9 ⇒ 9 = 22− 13;
13 = 9 · 1 + 4 ⇒ 4 = 13− 9;
9 = 4 · 2 + 1 ⇒ 1 = 9− 4 · 2.

Ìîæíî íå äåëàòü ïîñëåäíåãî øàãà, òàê êàê î÷åâèäíî, ëþáîå ÷èñëî áåç
îñòàòêà äåëèòñÿ íà 1. Òåïåðü áóäåì ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàòü ðàâåí-
ñòâà ïðàâîãî ñòîëáöà ñíèçó ââåðõ è ïîäñòàâëÿòü èõ îäíî â äðóãîå ñ
öåëüþ âûðàçèòü ÷èñëî 1 ÷åðåç 35 è 22. Èòàê, ïîëó÷àåì

1 = 9− 4 · 2 = 9− (13− 9) · 2 =
= 9 · 3− 13 · 2 = (22− 13) · 3− 13 · 2 =
= 22 · 3− 13 · 5 = 22 · 3− (35− 22) · 5 =
= 22 · 8− 35 · 5.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x = −5, y = 8. Òàê êàê
(35, 22) = 1, èñïîëüçóÿ [5] òåîðåìó 3.5.5, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå

{(−5− 22m, 8 + 35m) |m ∈ Z}.

Ïðèìåð 4.7. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå:
à) 140x + 88y = 11 á) 140x + 88y = 20.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà íàéäåì ÍÎÄ ÷èñåë 140 è 88. Ïðèìåíÿÿ àë-
ãîðèòì Åâêëèäà, ïîëó÷àåì

140 = 88 · 1 + 52;

88 = 52 · 1 + 36;

52 = 36 · 1 + 16;

36 = 16 · 2 + 4;

16 = 4 · 4.
Ñëåäîâàòåëüíî, (140, 88) = 4.
à) Òàê êàê 4 - 11, äàííîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.
á) Èìååì 4|20, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîäåëèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà
4. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 35x + 22y = 5. ×òîáû ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå,
íàì âíà÷àëå íóæíî íàéòè òàêóþ ïàðó (x′, y′), ÷òî 35x′ + 22y′ = 1. Ýòî
áûëî ñäåëàíî â ïðèìåðå 4.6. Èç ýòîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî x′ = −5,
y′ = 8. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 35x + 22y = 5
(à ñëåäîâàòåëüíî è ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ 140x + 88y = 20)
ÿâëÿåòñÿ ïàðà x0 = 5x′ = −25, y0 = 5y′ = 40. Ñîîòâåòñòâåííî, èç [5],
òåîðåìà 3.5.5 ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

{(
−25− 88

4
m, 40 +

140

4
m

) ∣∣∣∣ m ∈ Z
}

=

= {(−25− 22m, 40 + 35m) |m ∈ Z}

Ïðèìåð 4.8. Äîêàçàòü, ÷òî (íåëèíåéíîå) äèîôàíòîâî óðàâíåíèå x2 +
y2 = 99999999 íå èìååò ðåøåíèé
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî 99999999 ≡ 3 (mod 4). Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ðàññìîòðèì öåëîå ÷èñëî u. Åñëè u ÷åòíîå, òî åñòü u = 2v
äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ Z, òî u2 = 4v2, òî åñòü u2 ≡ 0 (mod 4). Åñ-
ëè æå u íå÷åòíîå, òî åñòü u = 2v + 1, äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ Z, òî
u2 = (2v + 1)2 = 4v2 + 4v + 1 = 4(v2 + v) + 1, à çíà÷èò u2 ≡ 1 (mod 4).
Ñëåäîâàòåëüíî, x2 + y2 ≡ 0, 1, 2 (mod 4), òî åñòü ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè
íå ìîãóò ëåæàòü â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ìîäóëþ 4. Â èòîãå
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî íè äëÿ êàêèõ öåëûõ x è y.1

1Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî êîðîòêîå, îíî íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñ òîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî íèãäå â óñëîâèè çàäà÷è íå óêàçàíî, ÷òî íóæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè èìåííî ïî ìîäóëþ 4. Äî ýòîãî íåîáõîäèìî äîãàäàòüñÿ. Îäíàêî,
äîãàäêà ñëóæèò òåì ýëåìåíòîì, êîòîðûå ïðèäàåò ïðåëåñòü íåêîòîðûì ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà÷àì
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Ïðèìåð 4.9. Ðåøèòü ñðàâíåíèå 23x ≡ 4 (mod 36).

Ðåøåíèå. Íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ 23x′ ≡ 1 (mod 36). Åñëè x′ �
ðåøåíèå ýòîãî ñðàâíåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò y′, òàêîé ÷òî 23x′ + 36y′ = 1.
Ïðèìåíèì àëãîðèòì Åâêëèäà:

36 = 23 · 1 + 13 ⇒ 13 = 36− 23
23 = 13 · 1 + 10 ⇒ 10 = 23− 13
13 = 10 · 1 + 3 ⇒ 3 = 13− 10
10 = 3 · 3 + 1 ⇒ 1 = 10− 3 · 3

Äàëåå, ðàññìàòðèâàòü ðàâåíñòâà ïðàâîãî ñòîëáöà ñíèçó ââåðõ è ïîä-
ñòàâëÿÿ èõ îäíî â äðóãîå, ïîëó÷àåì

1 = 10− 3 · 3 = 10− (13− 10) · 3 =
= 10 · 4− 13 · 3 = (23− 13) · 4− 13 · 3 =
= 23 · 4− 13 · 7 = 23 · 4− (36− 23) · 7 =
= 23 · 11− 36 · 7.

Òàêèì îáðàçîì, x′ = 11. Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü èñõîäíîãî ðàâåíñòâà
ðàâíà 4, ïîëó÷àåì x = 11 · 4 = 44. Â ñèëó òåîðåìû ??, ðåøåíèåì
ÿâëÿåòñÿ ëþáîå çíà÷åíèå x, òàêîå ÷òî x ≡ 44 (mod 36). Åñëè íåîáõî-
äèìî íàéòè íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò, òî ëåãêî ïîëó÷èòü
x ≡ 44− 1 · 36 = 8 (mod 36).

Ïðèìåð 4.10. Ðåøèòü ñðàâíåíèå 69x ≡ 15 (mod 108).

Ðåøåíèå. Íàéäåì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü 69 è 108. Ïî àëãîðèòìó
Åâêëèäà ïîëó÷àåì:

108 = 69 · 1 + 39

69 = 39 · 1 + 30

39 = 30 · 1 + 9

30 = 9 · 3 + 3

9 = 3 · 3
Òàêèì îáðàçîì, (69, 108) = 3. Òàê êàê 3|15, ñðàâíåíèå èìååò 3
ðåøåíèÿ. Â ñèëó ñâîéñòâà 4 ýòî ñðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ
23x ≡ 5 (mod 36). Íóæíî âíà÷àëå ðåøèòü ñðàâíåíèå

23x′ ≡ 1 (mod 36).

è ïðåâðàùàåò ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ èç ðóòèííîãî âûïîëíåíèÿ îïðåäåëåííîãî àëãîðèòìà â èñ-
êóññòâî.
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Ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðèìåðå 4.9. Ìû ïîëó÷èëè x ≡ 11 (mod 36).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì x = 5 · 11 = 55 � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ
23x ≡ 5 (mod 36). Íàéäåì íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò äëÿ
ýòîãî ðåøåíèÿ: x ≡ 55− 36 · 1 = 19 (mod 36). Íàêîíåö, îñòàëîñü íàé-
òè ðåøåíèÿ ïî ìîäóëþ 108. Ïîëó÷àåì

x ≡ 19 (mod 108),

x ≡ 19 + 36 = 55 (mod 108),

x ≡ 19 + 2 · 36 = 91 (mod 108)

Ïðèìåð 4.11. Ðåøèòü ñèñòåìó ñðàâíåíèé




x ≡ 2 (mod 5)
x ≡ 1 (mod 8)
x ≡ 4 (mod 9),

(4.1)

Ðåøåíèå. Èç ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

x = 5x1 + 2. (4.2)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå ñðàâíåíèå. Èìååì 5x1 + 2 ≡
1(mod 8), ñëåäîâàòåëüíî, 5x1 ≡ −1 (mod 8).

Ðåøèì ñðàâíåíèå 5x′1 ≡ 1 (mod 8). Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî 5x′1+8y′1 = 1.
Èç àëãîðèòìà Åâêëèäà ïîëó÷àåì:

8 = 5 · 1 + 3 ⇒ 3 = 8− 5
5 = 3 · 1 + 2 ⇒ 2 = 5− 3
3 = 2 · 1 + 1 ⇒ 1 = 3− 2

.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîî÷åðåäíî ðàâåíñòâà ïðàâîãî ñòîëáöà äðóã â äðóãà (ñíèçó
ââåðõ), ïîëó÷àåì:

1 = 3− 2 = 3− (5− 3) =
= 3 · 2− 5 = (8− 5) · 2− 5 =
= 8 · 2− 5 · 3.

Òàêèì îáðàçîì, x′1 ≡ −3 (mod 8), óìíîæàÿ íà −1, ïîëó÷àåì ðåøåíèåì
ñðàâíåíèÿ 5x1 + 2 ≡ 1 (mod 8) ÿâëÿåòñÿ x1 ≡ 3 (mod 8), òî åñòü x1 =
8x2 + 3. Ïîäñòàâëÿÿ â (4.2), ïîëó÷àåì

x = 5(8x2 + 3) + 2 = 40x2 + 17. (4.3)
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Ïîäñòàâèì â òðåòüå ñðàâíåíèå, ïîëó÷èì 40x2 + 17 ≡ 4 (mod 9). Îòìå-
òèì, ÷òî ê ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿì ìîæíî ïðèáàâëÿòü ÷èñëà êðàòíûå
ìîäóëþ (òî åñòü 9) è ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Ïîëó÷à-
åì 40x2 − 9 · 4x2 + 17− 2 · 9 ≡ 4 (mod 9), òî åñòü 4x2 − 1 ≡ 4 (mod 9),
à çíà÷èò 4x2 ≡ 5 (mod 9).

Îïÿòü íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ 4x′2 ≡ 1 (mod 9). Èç àëãîðèòìà
Åâêëèäà ïîëó÷àåì

9 = 4 · 2 + 1 ⇒ 1 = 9− 4 · 2 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî x′2 ≡ −2 ≡ 7 (mod 9). ×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå
ñðàâíåíèÿ 4x2 ≡ 5 (mod 9), óìíîæèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà 5. Â
èòîãå èìååì x2 ≡ 7 · 5 = 35 (mod 9). Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèé íàè-
ìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò: x2 ≡ 35− 9 · 3 = 8 (mod 9). Ñëåäî-
âàòåëüíî x2 = 9x3 + 8. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (4.3): x = 40(9x3 +
8) + 17 = 360x3 + 337. À îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî x ≡ 337 (mod 360) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ñðàâíåíèé.

4.3. Çàäà÷è

4.3.1. Ðåøèòü ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ:
à) 35x + 82y = 1; á) 42x + 65y = 1; â) 28x + 37y = 4;
ã) 57x + 74y = 5; ä) 44x + 62y = 6; å) 63x + 108y = 12;
æ) 76x + 52y = 10; ç) 45x + 81y = 18.
4.3.2. Ðåøèòü ñðàâíåíèå:
à) 43x ≡ 1(mod 82); á) 39x ≡ 1(mod 25); â) 38x ≡ 3(mod 45);
ã) 45x ≡ 8(mod 64); ä) 35x ≡ 14(mod 91); å) 84x ≡ 12(mod 36);
æ) 82x ≡ 7(mod 38); ç) 108x ≡ 15(mod 72).
4.3.3. Ðåøèòü ñèñòåìó ñðàâíåíèé:

à)





x ≡ 5 (mod 7)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 9) ;

á)





x ≡ 3 (mod 7)
x ≡ 2 (mod 11)
x ≡ 1 (mod 3) ;

â)





x ≡ 2 (mod 5)
x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 6 (mod 7)
x ≡ 9 (mod 11) ;

ã)





x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 4 (mod 7)
x ≡ 4 (mod 11)
x ≡ 10 (mod 13) ;

ä)





x ≡ 3 (mod 7)
x ≡ 2 (mod 13)
x ≡ 1 (mod 11) ;

å)





x ≡ 2 (mod 15)
x ≡ 7 (mod 25)
x ≡ 7 (mod 40) .
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4.4 Ìíîãîìîäóëüíàÿ àðèôìåòèêà

Ïðèìåð 4.12. Ïóñòü a = 41, b = 75. Âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ìíîãîìî-
äóëüíóþ àðèôìåòèêó ñ âåêòîðîì îñíîâàíèé β = [7, 11, 5, 13] çíà÷åíèÿ
a− b, 3a + b

Ðåøåíèå. Íàõîäÿ îñòàòêè îò äåëåíèÿ a è b íà ýëåìåíòû âåêòîðà β, ïî-
ëó÷àåì a ≡ [6, 8, 1, 2] (mod β), b ≡ [5, 9, 0, 10] (mod β). Ïîëó÷àåì,

a− b ≡ 6− 5 ≡ 1 (mod 7),

a− b ≡ 8− 9 ≡ −1 ≡ 10 (mod 11),

a− b ≡ 1− 0 ≡ 1 (mod 5),

a− b ≡ 2− 10 ≡ −8 ≡ 5 (mod 13),

òî åñòü a− b ≡ [1, 10, 1, 5] (mod β).
Èòàê, a− b ≡ 1 (mod 7), ñëåäîâàòåëüíî,

a− b = 7x1 + 1, (4.4)
ñ äðóãîé ñòîðîíû, a− b ≡ 10 (mod 11), òî åñòü 7x1 + 1 ≡ 10 (mod 11),
à çíà÷èò 7x1 ≡ 9 (mod 11). Äëÿ íà÷àëà íàéäåì çíà÷åíèå x′1, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå ñðàâíåíèþ 7x′1 ≡ 1 (mod 11). Èìååì

x′1 ≡711−2 = 79 = (72)4 · 7 = 494 · 7 ≡ 54 · 7 =

=252 · 7 ≡ 32 · 7 = 63 ≡ 8 (mod 11)
(4.5)

Ïîäîáíàÿ öåïî÷êà ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ áîëü-
øèõ ÷èñåë ïðè âû÷èñëåíèÿõ. Êàê òîëüêî ïîÿâëÿåòñÿ ÷èñëî, áîëüøåå
çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ, ïî êîòîðîìó âåäóòñÿ âû÷èñëåíèÿ, çàìåíÿåì åãî îñòàò-
êîì îò äåëåíèÿ íà ìîäóëü.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ñðàâíåíèþ 7x1 ≡ 9 (mod 11), èç îáùåé òåîðèè
ñðàâíåíèé ïîëó÷àåì x1 ≡ 8 · 9 ≡ 6 (mod 11). Ñëåäîâàòåëüíî, x1 =
11x2 + 6, ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â ðàâåíñòâî (4.4), ïîëó÷àåì

a− b = 7(11x2 + 6) + 1 = 77x2 + 43. (4.6)
Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ñðàâíåíèå a− b ≡ 1 (mod 5), ïî-

ëó÷àåì 77x2 + 43 ≡ 1 (mod 5), òî åñòü 77x2 ≡ −42 (mod 5), à çíà÷èò
2x2 ≡ 3 (mod 5). Íàéäåì x′2, òàêîé ÷òî 2x′2 ≡ 1 (mod 5). Èìååì

x′2 ≡ 23 = 8 ≡ 3 (mod 5).

Ñëåäîâàòåëüíî, x2 ≡ 3 · 3 ≡ 4 (mod 5). Òàêèì îáðàçîì, x2 = 5x3 + 4.
Ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî (4.6), ïîëó÷àåì

a− b = 77(5x3 + 4) + 43 = 385x3 + 308 + 43 = 385x3 + 351. (4.7)
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Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ñðàâíåíèå a− b ≡ 5 (mod 13), ïîëó÷àåì
385x3 + 351 ≡ 5 (mod 13), ñëåäîâàòåëüíî 385x3 ≡ −346 (mod 13), òî
åñòü 8x3 ≡ 5 (mod 13). Íàéäåì çíà÷åíèå x′3, äëÿ êîòîðîãî ñðàâíåíèå
8x′3 ≡ 1 (mod 13) èñòèííî. Èìååì

x′3 ≡ 813−2 = 811 = (82)5 · 8 = 645 · 8 ≡ (−1)5 · 8 =

= −1 · 8 = 5 (mod 13).

Ñëåäîâàòåëüíî, x3 ≡ 5 · 5 = 25 ≡ 12 (mod 13), òî åñòü x3 = 13x4 +
12. Ïîäñòàâèâ â ðàâåíñòâî 4.7, ïîëó÷àåì a − b = 385(13x4 + 12) +
351 = 5005x4 + 4620 + 351 = 5005x3 + 4971. Òàêèì îáðàçîì,
a− b ≡ 4971 (mod 7 · 11 · 5 · 13). Îäíàêî çíà÷åíèå a − b íàéäåíî íåîä-
íîçíà÷íî. ×òîáû óçíàòü òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóåì
äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ: îòìåòèì, ÷òî −b 6 a− b 6 a, ïðè ýòîì
a, b < 100, ñëåäîâàòåëüíî −5004

2
− 100 < a− b < 100 <

5004

2
, çíà÷èò

íàì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ. Ïîëó÷à-
åì a− b ≡ 4971 ≡ −32 (mod 7 · 11 · 5 · 13), ñëåäîâàòåëüíî, a− b = −32.

Òåïåðü âû÷èñëèì 3a + b. Èìååì
3a ≡ [3 · 6, 3 · 8, 3 · 1, 3 · 2] = [18, 24, 3, 6] ≡ [4, 2, 3, 6] (mod β),

Ñëåäîâàòåëüíî,
3a + b ≡ [4 + 5, 2 + 9, 3 + 0, 6 + 10] ≡ [9, 11, 3, 16] ≡ [2, 0, 3, 3] (modβ).

Òàê êàê 3a + b ≡ 2 (mod 7), èìååì
3a + b = 7x1 + 2 (4.8)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ñðàâíåíèå 3a + b ≡ 0 (mod 11), ïîëó÷à-
åì 7x1 + 2 ≡ 0 (mod 11), ñëåäîâàòåëüíî, 7x1 ≡ −2 ≡ 9 (mod 11). Ñíà-
÷àëà íàäî íàéòè çíà÷åíèå x′1, òàêîå ÷òî 7x′1 ≡ 1 (mod 11). Îäíàêî,
ýòî óæå áûëî ñäåëàíî ïðè âû÷èñëåíèè a − b. Èç (4.5) ñëåäóåò, ÷òî
x′1 ≡ 8 (mod 11), çíà÷èò x1 ≡ 8 · 9 = 72 ≡ 6 (mod 11). Òàêèì îáðàçîì,
x1 = 11x2 + 6. Ïîäñòàâèâ ýòî ðàâåíñòâî â (4.8), ïîëó÷àåì

3a + b = 7(11x2 + 6) + 2 = 77x2 + 44. (4.9)
Ïîäñòàâèâ ýòî ðàâåíñòâî â ñðàâíåíèå 3a + b ≡ 3 (mod 5), ïîëó÷àåì
77x2 + 44 ≡ 3 (mod 5), òî åñòü 77x2 ≡ −41 (mod 5), îòñþäà ïîëó÷àåì
2x2 ≡ 4 (mod 5). Èç ñâîéñòâà 3 ñðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî x2 ≡ 2 (mod 5).
Òàêèì îáðàçîì, x2 = 5x3 + 2. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (4.9), ïîëó-
÷àåì

3a + b = 77(5x3 + 2) + 44 = 385x3 + 154 + 44 = 385x3 + 198. (4.10)
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Ïîäñòàâèì ýòî ðàâåíñòâî â ñðàâíåíèå 3a + b ≡ 3 (mod 13), ïîëó÷àåì
385x3 + 198 ≡ 3 (mod 13), à çíà÷èò 385x3 ≡ −195 (mod 13), òî åñòü
8x3 ≡ 0 (mod 13). Ñëåäîâàòåëüíî, x3 ≡ 0 (mod 13), òî åñòü x3 = 13x4.
Òàêèì îáðàçîì, èç (4.10) ïîëó÷àåì 3a + b = 385 · 13x4 + 198 =
5005x4 + 198, òî åñòü 3a− b ≡ 198 (mod 7 · 11 · 5 · 13).

Íàêîíåö, ÷òîáû âû÷èñëèòü òî÷íîå çíà÷åíèå 3a + b îòìåòèì, ÷òî
0 < a < 100 è 0 < b < 100. Èñïîëüçóÿ ýòó äîïîëíèòåëüíóþ èíôîð-
ìàöèþ, ïîëó÷àåì 0 < 3a + b < 300 + 100 = 400 < 5005. Ñëåäîâàòåëüíî,
çäåñü íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó íàèìåíüøèõ íåîòðèöàòåëüíûõ
âû÷åòîâ. Â èòîãå, ïîëó÷àåì 3a + b = 198.

Ïðèìåð 4.13. Èñïîëüçóÿ ìíîãîìîäóëüíóþ àðèôìåòèêó, íàéòè 17−1 îò-
íîñèòåëüíî âåêòîðà îñíîâàíèé β = [5, 7, 11, 13].

Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî ðåøèòü ÷åòûðå ñðàâíåíèÿ:

17x1 ≡ 1 (mod 5);

17x2 ≡ 1 (mod 7);

17x3 ≡ 1 (mod 11);

17x4 ≡ 1 (mod 13).

Äëÿ ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ èìååì 17x1 ≡ 2x1 ≡ 1 (mod 5). Ñëåäîâàòåëü-
íî, x1 ≡ 23 ≡ 3 (mod 5).

Äëÿ âòîðîãî ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì 17x2 ≡ 3x2 ≡ 1 (mod 7). Òàêèì îá-
ðàçîì,

x2 ≡ 35 ≡ 32 · 33 = 9 · 27 ≡ 2 · 6 = 12 ≡ 5 (mod 7).

Äàëåå, 17x3 ≡ 6x3 ≡ 1 (mod 11). Ñëåäîâàòåëüíî,

x3 ≡ 69 ≡(62)4 · 6 = 364 · 6 ≡ 34 · 6 = 33 · 3 · 6 =

=27 · 18 ≡ 5 · 7 = 35 ≡ 2 (mod 11).

Íàêîíåö, 17x4 ≡ 4x3 ≡ 1 (mod 13). Îòñþäà ïîëó÷àåì

x4 ≡ 411 =(42)5 · 4 = 165 · 4 ≡ 35 · 4 = 33 · 32 · 4 =

=27 · 36 ≡ 1 · 10 = 10 (mod 13).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì 17−1 ≡ [3, 5, 2, 10] (mod β).

Ïðèìåð 4.14. Âû÷èñëèòü 5

8
− 2

3
èñïîëüçóÿ ìíîãîìîäóëüíóþ àðèôìå-

òèêó ñ âåêòîðîì îñíîâàíèé β = [5, 7, 11, 13].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì 5

8
− 2

3
= 5 · 8−1 − 2 · 3−1. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî

÷åðåç a

Íàéäåì 8−1 è 3−1, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðèìåðå 4.13. ×òîáû íàéòè
8−1, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ

8x1 ≡ 1 (mod 5);

8x2 ≡ 1 (mod 7);

8x3 ≡ 1 (mod 11);

8x4 ≡ 1 (mod 13).

Èìååì äëÿ ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ 8x1 ≡ 3x1 ≡ 1 (mod 5), Ñëåäîâàòåëüíî,
x1 ≡ 33 ≡ 2 (mod 5).

Äëÿ âòîðîãî ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì 8x2 ≡ x2 ≡ 1 (mod 7).
Äàëåå, äëÿ x3 ïîëó÷àåì

x3 ≡ 89 ≡ (82)4 · 8 = 644 · 8 ≡ 94 · 8 = (92)2 · 8 = 812 · 8 ≡
≡ 42 · 8 = 16 · 8 ≡ 5 · 8 = 40 ≡ 7 (mod 11).

Íàêîíåö, äëÿ x4 èìååì

x4 ≡ 811 = (82)5 · 8 = 645 · 8 ≡ (−1)5 · 8 = −8 ≡ 5 (mod 13).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì 8−1 ≡ [2, 1, 7, 5] (mod β).
Òåïåðü íàéäåì 3−1, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñðàâíåíèÿ

3x1 ≡ 1 (mod 5);

3x2 ≡ 1 (mod 7);

3x3 ≡ 1 (mod 11);

3x4 ≡ 1 (mod 13).

Èìååì äëÿ ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ x1 ≡ 33 ≡ 2 (mod 5).
Äëÿ âòîðîãî ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

x2 ≡ 35 = (32)2 · 3 = 92 · 3 ≡ 22 · 3 = 12 ≡ 5 (mod 7).

Äàëåå, äëÿ x3 ïîëó÷àåì

x3 ≡ 39 ≡ (33)3 = 273 ≡ 53 = 25 · 5 = 3 · 5 = 15 ≡ 4 (mod 11).

Íàêîíåö, äëÿ x4 èìååì

x4 ≡ 311 = (33)3 · 32 = 273 · 9 ≡ 13 · 9 = 9 (mod 13).

Èòàê, 3−1 ≡ [2, 5, 4, 9] (mod β).
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Äàëåå, ïîëó÷àåì
a ≡5[2, 1, 7, 5]− 2[2, 5, 4, 9] =

=[10, 5, 35, 25]− [4, 10, 8, 18] ≡ [0, 5, 2, 12]− [4, 3, 8, 5] =

=[−4, 2,−6, 7] ≡ [1, 2, 5, 7] (mod β).

Çäåñü çíàê ðàâåíñòâà îçíà÷àåò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé â ïðàâîé è ëåâîé
÷àñòè, êàê âåêòîðîâ ñ ÷åòûðüìÿ êîîðäèíàòàìè.

Åñëè òåïåðü ìû ïîïûòàåìñÿ ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ




x ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 2 (mod 7)

x ≡ 5 (mod 11)

x ≡ 7 (mod 13)

,

òî ïîëó÷èì íåêîòîðûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ìîäóëþ 5 · 7 · 11 · 13,
îäíàêî ýòî íå äàñò íàì âîçìîæíîñòè íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå ÷èñëà a,
òàê êàê ýòî ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå-òàêè íàéòè,
÷åìó ðàâíî a, èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ.
Âî-ïåðâûõ, a ïðåäñòàâèìî â âèäå c

d
, ãäå d = 3·8. Ýòî ñëåäóåò èç ïðàâèëà

ñëîæåíèÿ äðîáåé. Âî-âòîðûõ, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè −1 <

a < 1, à çíà÷èò −3 · 8 < c < 3 · 8. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê
íàõîæäåíèþ öåëîãî ÷èñëà c.

Òàê êàê a =
c

d
, ïîëó÷àåì ad = c, à çíà÷èò ad ≡ c (mod m) äëÿ ëþáî-

ãî öåëîãî çíà÷åíèÿ m, â ÷àñòíîñòè, äëÿ m ðàâíîãî êàæäîé èç êîîðäèíàò
âåêòîðà îñíîâàíèé. Òàê êàê a ≡ [1, 2, 5, 7] (mod β), à d = 8 · 3 = 24 ≡
[4, 3, 2, 11], ïîëó÷àåì

c ≡ ad ≡ [1 · 4, 2 · 3, 5 · 2, 7 · 11] = [4, 6, 10, 77] ≡ [4, 6, 10, 12],

Èòàê, c ≡ 4 (mod 5), ñëåäîâàòåëüíî,

a = 5x1 + 4, (4.11)

ñ äðóãîé ñòîðîíû, a ≡ 6 (mod 7), òî åñòü 5x1 + 4 ≡ 6 (mod 7), à çíà÷èò
5x1 ≡ 2 (mod 7). Äëÿ íà÷àëà íàéäåì x′1, òàêîé ÷òî 5x′1 ≡ 1 (mod 7).
Èìååì

x′1 ≡ 55 = (52)2 · 5 = 252 · 5 ≡ 42 · 5 = 2 · 5 = 10 ≡ 3 (mod 7),

Îòêóäà ïîëó÷àåì
x1 ≡ 2 · 3 ≡ 6 (mod 7). (4.12)
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Äàëåå, èç 4.12 ïîëó÷àåì x1 = 7x2 + 6, ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â
ðàâåíñòâî (4.11), ïîëó÷àåì

a = 5(7x2 + 6) + 4 = 35x2 + 34. (4.13)
Òåïåðü ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ñðàâíåíèå a ≡ 10 (mod 11), ïîëó-

÷àåì 35x2 + 34 ≡ 10 (mod 11), òî åñòü 35x2 ≡ −24 (mod 11), à çíà÷èò
2x2 ≡ 9 (mod 11). Íàéäåì x′2, òàêîé ÷òî 2x′2 ≡ 1 (mod 11). Èìååì

x′2 ≡ 29 = (24)2 · 2 = 162 · 2 ≡ 52 · 2 = 25 · 2 ≡ 3 · 2 = 6 (mod 11),

Îòêóäà ïîëó÷àåì
x2 ≡ 2 · 9 = 54 ≡ 10 (mod 11). (4.14)

Òàêèì îáðàçîì, x2 = 11x3 + 10. Ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî (4.13), ïîëó-
÷àåì

a = 35(11x3 + 10) + 34 = 385x3 + 384. (4.15)
Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ñðàâíåíèå a ≡ 12 (mod 13), ïîëó÷àåì
385x3 + 384 ≡ 12 (mod 13), ñëåäîâàòåëüíî 385x3 ≡ −372 (mod 13), òî
åñòü 8x3 ≡ 5 (mod 13). Íàéäåì çíà÷åíèå x′3, äëÿ êîòîðîãî ñðàâíåíèå
8x′3 ≡ 1 (mod 13) èñòèííî. Èìååì
x′3 ≡ 813−2 = 811 = (82)5 · 8 = 645 · 8 ≡ (−1)5 · 8 = −1 · 8 = 5 (mod 13).

Ñëåäîâàòåëüíî, x3 ≡ 5 · 5 = 25 ≡ 12 (mod 13), òî åñòü x3 = 13x4 +
7. Ïîäñòàâèâ â ðàâåíñòâî 4.15, ïîëó÷àåì c = 385(13x4 + 12) +
384 = 5005x4 + 4620 + 384 = 5005x3 + 5004. Òàêèì îáðàçîì,
c ≡ 5004 (mod 7 · 11 · 5 · 13). Òàê êàê −24 < c < 24, ïîëó÷àåì c = −1,
à çíà÷èò a =

c

d
= − 1

24
.

Ïðèìåð 4.15. Íàéòè çíàê ÷èñëà a, âåêòîð îñòàòêîâ êîòîðîãî ïî âåê-
òîðó îñíîâàíèé β = [7, 11, 13, 2] ðàâåí [3, 2, 7, 1].
Ðåøåíèå. Íàéäåì q1, q2, q3, q4 èç ðàçëîæåíèÿ

a = q1 + 7q2 + 7 · 11 · q3 + 7 · 11 · 13 · q4.

Íàéäåì âåêòîð îñòàòêîâ ÷èñëà a− q1. Ïîëó÷àåì
[3− 3, 2− 3, 7− 3, 1− 3] ≡ [0,−1, 4,−2] ≡ [0, 10, 4, 0] (mod β).

Òåïåðü íàéäåì 7−1 îòíîñèòåëüíî âåêòîðà îñíîâàíèé β1 = [11, 13, 2], äëÿ
÷åãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñðàâíåíèÿ

7x1 ≡ 1 (mod 11);

7x2 ≡ 1 (mod 13);

7x3 ≡ 1 (mod 2).
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Èìååì äëÿ ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ
x1 ≡ 79 =(72)4 · 7 = 494 · 7 ≡ 54 · 7 = (52)2 · 7 =

=252 · 7 ≡ 32 · 7 = 63 ≡ 8 (mod 11).

Äëÿ âòîðîãî ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì
x2 ≡ 711 =(72)5 · 7 = 495 · 7 ≡ 105 · 7 = (102)2 · 10 · 7 = 1002 · 70 ≡

≡92 · 5 = 81 · 5 ≡ 3 · 5 = 15 ≡ 2 (mod 13).

Íàêîíåö, èç òîãî, ÷òî 7x3 ≡ x3 (mod 2), ïîëó÷àåì x3 ≡ 1 (mod 2).
Òàêèì îáðàçîì, 7−1 ≡ [8, 2, 1] (mod β1), à çíà÷èò

a1 = (a− q1)7
−1 ≡ [10 · 8, 4 · 2, 0 · 1] = [80, 8, 0] ≡ [3, 8, 0] (mod β1).

Òåïåðü íàéäåì a1 − q2, ãäå q2 = 3 � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ a1 íà 11.
Ïîëó÷àåì âåêòîð îñòàòêîâ

[3− 3, 8− 3, 0− 3] ≡ [0, 5,−3] ≡ [0, 5, 1] (mod β1).

Íàéäåì 11−1 îòíîñèòåëüíî âåêòîðà îñíîâàíèé β2 = [13, 2], äëÿ ÷åãî
íåîáõîäèìî ðåøèòü ñðàâíåíèÿ

11x1 ≡ 1 (mod 13);

11x2 ≡ 1 (mod 2).

Èìååì äëÿ ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ
x1 ≡ 1111 =(112)5 · 11 = 1215 · 11 ≡ 45 · 11 = (42)2 · 4 · 11 =

=162 · 44 ≡ 32 · 5 = 45 ≡ 6 (mod 13).

Äëÿ x2, òàê êàê 11x2 ≡ x2 (mod 2), ïîëó÷àåì x2 ≡ 1 (mod 2). Òàêèì
îáðàçîì, 11−1 ≡ [6, 1] (mod β2), à çíà÷èò

a2 = (a1 − q2)11−1 ≡ [5 · 5, 1 · 1] = [30, 1] ≡ [4, 1] (mod β2).

Òàêèì îáðàçîì, q3 = 4, íàéäåì âåêòîð îñòàòêîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé a2 − q3 îòíîñèòåëüíî âåêòîðà îñíîâàíèé β2. Ïîëó÷àåì
[4− 4, 1− 4] = [0,−3] ≡ 0, 1 (mod β2).

Òåïåðü íàéäåì 13−1 ïî ìîäóëþ 2. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü
ñðàâíåíèå 13x1 ≡ 1 (mod 2). Òàê êàê 13x1 ≡ x1 (mod 2), ïîëó÷àåì
x1 ≡ 1 (mod 2). Òàêèì îáðàçîì, (a2 − q3)13−1 ≡ 1 · 1 = 1 (mod 2).
Ñëåäîâàòåëüíî, q4 = 1, à çíà÷èò a < 0.
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4.4. Çàäà÷è

4.4.1. Âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ìíîãîìîäóëüíóþ àðèôìåòèêó ñ âåêòîðîì
îñíîâàíèé β = [9, 8, 7, 11]:
à) a + b, ãäå a = 211, b = 184; á) a + b, ãäå a = 324, b = 249;
â) a + b, ãäå a = 241, b = 315; ã) a− b, ãäå a = 342, b = 131;
ä) a− b, ãäå a = 325, b = 124; å) a− b, ãäå a = 214, b = 111;
æ) 2a + 4b, ãäå a = 205, b = 327; ç) 3a− 5b, ãäå a = 411, b = 103;
è) 6a− 2b, ãäå a = 213, b = 304; ê) 3a + 5b, ãäå a = 117, b = 89.
4.4.2. Âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ìíîãîìîäóëüíóþ àðèôìåòèêó:
à) 13−1(mod β), ãäå β = [3, 17, 5, 2];
á) 14−1(mod β), ãäå β = [3, 17, 11, 5];
â) 23−1(mod β), ãäå β = [5, 17, 13, 7, 9];
ã) 12−1(mod β), ãäå β = [5, 11, 17, 13];
ä) 11−1(mod β), ãäå β = [8, 9, 13, 5].
4.4.3. Âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ìíîãîìîäóëüíóþ àðèôìåòèêó. Èñïîëü-
çóÿ äîïîëíèòåëüíûå àïðèîðíûå îöåíêè, íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ âûðà-
æåíèé:
à) 3

11
− 4

13
(mod β), ãäå β = [5, 17, 3, 2];

á) 5

11
− 9

14
(mod β), ãäå β = [3, 17, 5, 2];

â) 4

13
− 2

9
(mod β), ãäå β = [5, 11, 17, 2];

ã) 4

7
+

3

11
− 2

5
(mod β), ãäå β = [3, 17, 13, 2];

ä) 2

3
− 6

7
− 3

17
(mod β), ãäå β = [19, 5, 11, 2].

4.4.4. Íàéòè çíàê ÷èñëà a, çàäàííîãî âåêòîðîì îñòàòêîâ ïî âåêòîðó
îñíîâàíèé β:
à) a = [4, 3, 14, 0], β = [5, 11, 19, 2]; á) a = [2, 6, 0, 1], β = [5, 7, 13, 2];
â) a = [3, 4, 3, 9, 1], β = [5, 19, 13, 11, 2];
ã) a = [1, 2, 3, 3, 1], β = [17, 13, 11, 5, 2].



Ãëàâà 5

Òåîðèÿ ãðàôîâ

5.1 Ñïîñîáû çàäàíèÿ ãðàôîâ. Èçîìîðôèçìû ãðàôîâ

Ïðèìåð 5.1. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ ðèñóíêîâ ÿâëÿþòñÿ èçîáðàæåíèÿ-
ìè ãðàôîâ (îðèåíòèðîâàííûõ èëè íåîðèåíòèðîâàííûõ), à êàêèå � òîëü-
êî ìóëüòèãðàôîâ? Äëÿ êàæäîãî ãðàôà íàéòè ìíîæåñòâî âåðøèí è ìíî-
æåñòâî äóã, à òàêæå âñå ïåòëè.
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Ðåøåíèå. Íà ïåðâîì ðèñóíêå èçîáðàæåí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñî
ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {1, 2, 3, 4} è ìíîæåñòâîì ðåáåð E =
{[1, 2], [1, 4], [2, 3], [2, 4], [4, 4]}, ïåòëåé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ðåáðî [4, 4]. Êàæ-
äîå èç ðåáåð èçîáðàæåíî â âèäå îòðåçêà ïðÿìîé èëè ó÷àñòêà êðèâîé
(äëÿ ïåòëè [4, 4]).

Íà âòîðîì ðèñóíêå � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
V = {1, 2, 3, 4} è ìíîæåñòâîì äóã

E = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 4), (4, 1), (4, 2)},
â êîòîðîì äóãè îáîçíà÷åíû ó÷àñòêàìè êðèâûõ ñî ñòðåëêàìè.: äóãà â
îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (u, v) îáîçíà÷àåòñÿ ó÷àñòêîì êðèâîé ñî ñòðåë-
êîé â íàïðàâëåíèè îò u ê v. Ïåòëåé ÿâëÿåòñÿ äóãà (1, 1). Íà òðåòüåì �
èçîáðàæåí ìóëüòèãðàô (îí íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì, òàê êàê, íàïðèìåð, èç
âåðøèíû 2 â âåðøèíó 4 èäóò äâå äóãè). Ìíîæåñòâî âåðøèí ýòîãî ìóëü-
òèãðàôà V = {1, 2, 3, 4}.
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Ïðèìåð 5.2. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû ñìåæíîñòè, çàäàþùèå ãðàôû èç ïðè-
ìåðà 5.1.

Ðåøåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôà íåîáõîäèìî äëÿ
êàæäîé äóãè (i, j) ïîñòàâèòü åäèíèöó â i-óþ ñòðî÷êó, j-ûé ñòîëáåö, à íà
îñòàëüíûõ ìåñòàõ â ìàòðèöå ïîñòàâèòü íóëè (ñì. [5], � 4.1). Åñëè ãðàô
îðèåíòèðîâàííûé, òî ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäîå ðåáðî [i, j] êðîìå ïåòëè ñî-
îòâåòñòâóåò äâóì äóãàì: (i, j) è (j, i). Äëÿ ìóëüòèãðàôà íà ïåðåñå÷åíèè
i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîáöà ñòàâèòñÿ êîëè÷åñòâî äóã èç i â j. Â èòîãå,
ïîëó÷àåì:

1) 2) 3)


0 1 0 1
1 0 1 1
0 1 0 0
1 1 0 1


 ;




1 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 1 0 0


 ;




0 1 1 0
0 0 0 2
0 0 0 0
1 1 0 2


 .

Â äàëüíåéøåì ìàòðèöó ñìåæíîñòè ãðàôà G áóäåì îáîçíà÷àòü AG.

Ïðèìåð 5.3. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè äëÿ ãðàôîâ èç ïðè-
ìåðà 5.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äóã ãðàôîâ.
1) e1 = (1, 2), e2 = (2, 1), e3 = (1, 4), e4 = (4, 1), e5 = (2, 3), e6 = (3, 2),
e7 = (2, 4), e8 = (4, 2), e9 = (4, 4);
2) e1 = (1, 1), e2 = (1, 2), e3 = (1, 3), e4 = (2, 4), e5 = (4, 1), e6 = (4, 2);
3) e1 = (1, 2), e2 = (1, 3), e3 = (3, 1), e4 = (4, 2), e5 = (4, 3), à òàêæå
ïóñòü e6 è e7 � äóãè, èäóùèå èç âåðøèíû 2 â âåðøèíó 4, à e8 è e9 �
ïåòëè, èñõîäÿùèå èç âåðøèíû 4. Òîãäà ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè èìåþò
âèä (ñì. [5],� 4.1):

1)




1 −1 1 −1 0 0 0 0 0
−1 1 0 0 1 −1 1 −1 0

0 0 0 0 −1 1 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 −1 1 1


 ;
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2)




1 1 1 0 −1 0
0 −1 0 1 0 −1
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 1 1


 ;

3)




1 1 −1 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 −1 0 1 1 0 0

0 −1 1 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 −1 −1 1 1


 .

Â äàëüíåéøåì ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè ãðàôà G áóäåì îáîçíà÷àòü BG

Ïðèìåð 5.4. Çàäàòü ãðàôû èç ïðèìåðà 5.1 ïîñðåäñòâîì ñïèñêà äóã.

Îòâåòû. Èñïîëüçóåì òó æå íóìåðàöèþ äóã, ÷òî è â ïðèìåðå 5.3. Òîãäà,
êàê îïèñàíî â [5], � 4.1:
1) m = (1, 2, 1, 4, 2, 3, 2, 4, 4), m = (2, 1, 2, 4, 2, 3, 4, 2, 4);
2) m = (1, 1, 1, 2, 4, 4), m = (1, 2, 3, 4, 1, 2);
3) m = (1, 1, 3, 4, 4, 2, 2, 4, 4), m = (2, 3, 1, 2, 3, 4, 4, 4, 4).

Ïðèìåð 5.5. Äëÿ ãðàôîâ 1) è 2) èç ïðèìåðà 5.1 ïîñòðîèòü ñòðóêòóðû
ñìåæíîñòè.

Îòâåò. Îïÿòü æå, êàê îïèñàíî â [5], � 4.1, ïîëó÷àåì

1) 2)

âåðøèíû ïîñëåäîâàòåëè
1 2, 4
2 1, 3, 4 ;
3 2
4 1, 2, 4

âåðøèíû ïîñëåäîâàòåëè
1 1, 2, 3
2 4 .
3 −
4 1, 2

Ïðèìåð 5.6. Âûÿñíèòü, èçîìîðôíû ëè ãðàôû, G1 è G2, çàäàííûå ìàò-
ðèöàìè ñìåæíîñòè:

AG1
=




1 0 0 1
0 0 1 1
1 1 0 0
1 0 0 1


 ; AG2

=




0 0 1 1
0 1 1 0
0 1 1 0
1 1 0 0



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Ðåøåíèå. Â ñèëó [5], òåîðåìà 4.1.1, íàì íåîáõîäèìî ëèáî íàéòè òàêóþ
ïåðåñòàíîâêó, ïðè ïîìîùè êîòîðîé ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü îäíó ìàòðèöó
èç äðóãîé, ëèáî äîêàçàòü, ÷òî òàêîé ïåðåñòàíîâêè íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ
íà÷àëà ñäåëàåì ïåðâûå ïðèêèäêè: â îáåèõ ìàòðèöàõ âñå ñòðîêè ñîäåð-
æàò ïî äâå åäèíèöû. Òàêæå â îáåèõ ìàòðèöàõ äâà ñòîëáöà ñîäåðæàò ïî
îäíîé åäèíèöå, à äâå äðóãèõ � ïî òðè. Íàêîíåö, â îáåèõ ìàòðèöàõ ïî
äâå åäèíèöû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Òàêèì îáðàçîì, ïîêà ìû íå ìîæåì
óòâåðæäàòü, ÷òî ãðàôû íå ÿâëÿþòñÿ èçìîðôíûìè.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ãðàôû èçîìîðôíû, òî, î÷åâèäíî, ñòîëáöû ñ òðå-
ìÿ åäèíèöàìè äîëæíû ïåðåõîäèòü â ñòîëáöû ñ òðåìÿ åäèíèöàìè, à
ñòîëáöû ñ îäíîé åäèíèöåé â ñòîëáöû ñ îäíîé åäèíèöåé. Òàêèì îáðàçîì
ñòîëáöû 1 è 4 ìàòðèöû AG1

äîëæíû îêàçàòüñÿ íà ïîçèöèÿõ 2 è 3 ìàò-
ðèöû AG2

è íàîáîðîò. Ïðàâäà ìû äî ñèõ ïîð íå çíàåì, êàêîé ñòîáåö
äîëæåí ïåðåñòàâëÿòüñÿ ñ êàêèì. Ïóñòü ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû AG1

ïåðåñòàâëÿåòñÿ ñî âòîðûì, à òðåòèé ñ ÷åòâåðòûì (è ñòðîêè ïåðåñòàâëÿ-
þòñÿ òàêèì æå îáðàçîì). Â èòîãå, ïîëó÷èì ìàòðèöó

C =




0 0 1 1
0 1 1 0
0 1 1 0
1 1 0 0


 .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ìàòðèöó, ðàâíóþ AG2
, à çíà÷èò ãðàôû G1

è G2 èçîìîðôíû.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè áû íå áûëà ðàâíà AG2

, òî âñå ðàâíî çàäà÷à óïðî-
ñòèëàñü áû, òàê êàê ñòîëáöû ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö îêàçà-
ëèñü áû íà îäíèõ è òåõ æå ïîçèöèÿõ â ìàòðèöàõ è AG2

, à çíà÷èò ìîæíî
áûëî áû îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû ñòîëáöîâ (èëè ñòðîê) ñ îäè-
íàêîâûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö è èñêàòü ïåðåñòàíîâêó, ïåðåñòàâëÿþùóþ
èõ ìåæäó ñîáîé.

Ïðèìåð 5.7. ßâëÿþòñÿ ëè èçîìîðôíûìè ãðàôû G1 è G2, çàäàííûå
ìàòðèöàìè èíöèäåíòíîñòè?

BG1
=




1 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 −1 0 −1
0 0 −1 1 0 0 1

−1 −1 0 0 1 0 0


 ;
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BG2
=




0 0 −1 0 0 1 −1
0 1 0 1 −1 0 0
1 0 1 0 1 0 0
0 −1 0 0 0 −1 1


 .

Ðåøåíèå. Îïÿòü íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ ïðèêèäîê, êîòîðûå ïîçâîëÿò íàì
óñòàíîâèòü, ÷òî ãðàôû íåèçìîðôíû èëè äàäóò èíôîðìàöèþ î òîì, êà-
êîâû äîëæíû áûòü ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ â BG1

, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü BG2

.
Èòàê, ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáà ãðàôà èìåþò äâå ïåòëè, ïðè÷åì â ïåðâîì

ãðàôå ïåòëÿì ñîîòâåòñòâóþò ñòîëáöû íîìåð 4 è 6, à âî âòîðîì � ñòîëá-
öû íîìåð 1 è 4. Êðîìå òîãî, â îáåèõ ìàòðèöàõ åñòü ïî îäíîé ñòðîêå â
êîòîðûõ ïî òðè åäèíèöû è ÷åòûðå íóëÿ, ïî îäíîé ñòðîêå, â êîòîðûõ äâå
åäèíèöû îäíà ìèíóñ åäèíèöà è ÷åòûðå íóëÿ, è ïî äâå ñòðîêè, â êîòîðûõ
ïî îäíîé åäèíèöå, ïî äâå ìèíóñ åäèíèöû è ïî ÷åòûðå íóëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè ãðàôû èçîìîðôíû,
òî ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ïåðåñòàâëÿåò ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû BG1

íà
òðåòüþ ïîçèöèþ (òàê êàê â ïåðâîé ñòðîêå BG1

òðè åäèíèöû è ÷åòûðå
íóëÿ, êàê è â òðåòüåé ñòðîêå BG2

), à òðåòüþ ñòðîêó ýòîé ìàòðèöû �
íà âòîðóþ ïîçèöèþ (ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå). Ïåðåñòàâèì ýòè ñòðîêè,
íàïðèìåð, ïîìåñòèâ ñòðîêó íîìåð 2 íà ïîçèöèþ 1. Îäíîâðåìåííî, ïî-
ìåíÿåì ìåñòàìè ñòîëáöû 1 è 6, ÷òîáû ñòîëáöû ñ ïåòëÿìè íàõîäèëèñü
íà îäíèõ è òåõ æå ïîçèöèÿõ, â èòîãå ïîëó÷èì ìàòðèöó

C =




0 1 0 0 −1 0 −1
0 0 −1 1 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0
0 −1 0 0 1 −1 0


 .

Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî ñòðîêè íîìåð 2 è 3 ïîïàëè íà ñâîè ìåñòà. Â
ñòðîêå íîìåð 2 ìàòðèöû C äâå åäèíèöû, îäíà èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâó-
åò ïåòëå, à âòîðàÿ, íàõîäÿùàÿñÿ â ñòîëáöå íîìåð 7, � äóãå, èäóùåé
èç âåðøèíû 2 â âåðøèíó 1. Â ñòðîêå íîìåð 2 ìàòðèös BG2

òàêæå äâå
åäèíèöû, ïðè÷åì òàêæå îäíà èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò ïåòëå, à äðóãàÿ, íà-
õîäÿùàÿñÿ â ñòîëáöå íîìåð 2 � äóãå, èäóùåé èç âåðøèíû 2 â âåðøèíó
4. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçîìîðôèçì ñóùåñòâóåò, òî ñòîëáåö íîìåð 7
äîëæåí áûòü ïåðåñòàâëåí íà ïîçèöèþ 2. Êðîìå òîãî, äîëæíû áûòü ïå-
ðåñòàâëåíû ñòðîêè 1 è 4. Ïåðåñòàâèâ ýòè ñòðîêè, à òàêæå ñòîëáöû íîìåð
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2 è 7, ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó

D =




0 0 0 0 1 −1 −1
0 1 −1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0
0 −1 0 0 −1 0 1


 .

Òåïåðü âñå ñòðîêè ïîïàëè íà ñâîè ìåñòà è íàì îñòàëîñü ïåðåñòàâèòü
íàäëåæàùèì îáðàçîì ñòîëáöû (åñëè ýòî âîçìîæíî). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ìàòðèöû D, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ
ìàòðèöà BG2

ïåðåñòàâëÿåò ñòîëáåö íîìåð 3 íà ïîçèöèþ 5, ñòîëáåö íîìåð
5 íà ïîçèöèþ 6, à ñòîëáåö íîìåð 6 íà ïîçèöèþ 3. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó
[5], òåîðåìà 4.1.2, ãðàôû G1 è G2 èçîìîðôíû.

5.1. Çàäà÷è

5.1.1. Äàí ãðàô, íàéòè åãî ìàòðèöó ñìåæíîñòè, ìàòðèöó èíöèäåíò-
íîñòè, ïîñòðîèòü ñòðóêòóðó ñìåæíîñòè è ñòðóêòóðó ñïèñêà äóã, çàäàþ-
ùóþ ýòîò ãðàô:
à)

-¡
¡
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4 5
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5.1.2. Íàéòè ìàòðèöó ñìåæíîñòè äëÿ ìóëüòèãðàôà:
à)

¾

-
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q q
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¶
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6

5.1.3. Ïîñòðîèòü ãðàô G = 〈V,E〉, åñëè:
à) V = {1, 2, 3, 4, 5}, E = {(1, 1), (1, 2), (1, 4), (1, 5), (2, 2), [2, 3],
[2, 4], (2, 5), (3, 1), (3, 4), (3, 5), (4, 5), (5, 1)};
á) V = {1, 2, 3, 4, 5}, E = {(1, 2), [1, 3], (1, 5), (2, 2), [2, 3], (2, 5),
(3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3), [4, 5], (5, 3), (5, 5)};
â) V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, E = {(1, 3), [1, 4], (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2),
[2, 3], (2, 6), (3, 6), (4, 2), (4, 3), [4, 6], (5, 1), (5, 3), (6, 3)}.
5.1.4. Ïîñòðîèòü (ìóëüòè)ãðàô, çàäàííûé ìàòðèöåé ñìåæíîñòè:
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à)




1 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 1
1 1 0 0


; á)




0 1 0 1
1 0 1 0
1 1 1 0
1 0 1 1


; â)




1 0 1 2
0 0 2 3
0 2 1 0
0 0 0 2


;

ã)




2 1 0 2
1 0 0 3
0 2 1 1
2 0 1 0


; ä)




1 0 1 1 1
1 2 0 1 1
2 0 0 0 1
3 0 0 2 2
1 1 3 1 1



.

5.1.5. Ïîñòðîèòü (ìóëüòè)ãðàô, çàäàííûé ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè:

à)




1 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1
0 1 0 −1 0 1 −1 1 1 0
0 0 1 0 1 0 1 0 0 1

−1 0 −1 1 0 0 0 −1 0 0


;

á)




0 1 0 1 −1 0 −1 1 1 0 0
1 0 1 0 0 0 1 −1 0 −1 0

−1 0 −1 −1 0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0


.

5.1.6. Ïîñòðîèòü ãðàô ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {0, 1, 2, 3}, çàäàí-
íûé ñïèñêîì äóã:
a) m = (0, 0, 1, 1, 1, 2, 3), n = (1, 0, 2, 3, 1, 3, 2);
á) m = (0, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 3), n = (2, 1, 0, 3, 1, 2, 1, 1).
5.1.7. Ïîñòðîèòü ãðàô, çàäàííûé ñòðóêòóðîé ñìåæíîñòè:
à)

âåðøèíû ñïèñêè ïîñëåäîâàòåëåé
0 0

1 1, 2, 3

2 0, 1

3 1, 2, 3

á)
âåðøèíû ñïèñêè ïîñëåäîâàòåëåé
0 0, 2, 4

1 3

2 0, 1

3 1, 4

4 0
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5.1.8. Èçîìîðôíû ëè ãðàôû, çàäàííûå ìàòðèöàìè èíöèäåíòíîñòè:

à)




1 −1 1 0 −1 0
−1 0 0 0 1 1

0 1 0 1 0 −1


 è




1 −1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 −1

−1 1 −1 0 1 0


;

á)




1 1 0 0 −1 0
0 −1 −1 0 1 1

−1 0 1 1 0 0


 è




0 1 0 0 1 −1
1 −1 −1 0 0 1

−1 0 1 1 0 0


;

â)




1 0 −1 0 −1 0
−1 1 0 0 1 1

0 0 1 1 0 −1


 è




1 0 0 1 −1 1
0 −1 1 0 1 0
0 1 0 −1 0 −1


;

ã)




1 0 0 1 −1 −1
0 1 −1 −1 1 0

−1 0 1 0 0 1


 è




1 0 −1 0 1 0
0 −1 0 1 −1 1

−1 1 1 −1 0 0


?

5.1.9. Èçîìîðôíû ëè ãðàôû, çàäàííûå ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè:

a)




1 0 1 1
0 0 1 0
1 0 1 1
0 1 1 0


 è




0 1 0 0
0 1 1 1
0 1 1 1
1 1 0 0


; á)




1 0 0 0
0 0 1 1
0 1 1 1
0 0 1 0


 è




1 1 0 0
0 1 0 0
0 1 1 1
0 0 1 0


;

â)




1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 1 0


 è




1 1 0 0
1 0 1 0
0 0 1 0
1 0 0 1


; ã)




1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1
1 1 0 0


 è




0 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0


?

5.1.10. Äîêàçàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî ÷èñëî ðåáåð
â íåîðãðàôå (âêëþ÷àÿ ïåòëè) íå ïðåâîñõîäèò n(n + 1)

2
, ãäå n � ÷èñëî

âåðøèí ãðàôà.

5.2 Îïåðàöèè íàä ãðàôàìè

Ïðèìåð 5.8. Ïóñòü G � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {1, 2, 3, 4}.
Êàêèå èç ãðàôîâ G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ ïîäãðàôàìè, à êàêèå � ëèøü ÷à-
ñòÿìè ãðàôîâ?



5.2. Îïåðàöèè íàä ãðàôàìè 81

-¡
¡

¡
¡

¡
¡µ6

?

¾ fy

q q

q q

3 4

1 2

G
¡

¡
¡

¡
¡

¡µ6
¾ fy

q

q q

3

1 2

G1

¡
¡

¡
¡

¡
¡µ

¾

q

q q

3

1 2

G2

Ðåøåíèå. G1 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V =
{1, 2, 3}, òàê êàê âñå äóãè ãðàôà G ñîåäèíÿþùèå äâå âåðøèíû èç V

åñòü è â G1. G2 ïîäãðàôîì ãðàôà G íå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê â G2 íåò äóãè
(1, 3), íî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ýòîãî ãðàôà.

Ïðèìåð 5.9. Ïóñòü G = 〈V ; E〉 � ãðàô, èçîáðàæåíèå êîòîðîãî äàíî
íèæå. Ãðàô G1 ïîëó÷åí èç ãðàôà G äîáàâëåíèåì âåðøèíû 5, ãðàôû G2,
G3, G4 ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ðåáåð (5, 6), (4, 5) è (2, 1), ñîîòâåòñòâåííî,
ãðàô G5 � óäàëåíèåì èç ãðàôà G äóãè (2, 3), ãðàô G6 � óäàëåíèåì
âåðøèíû 4, ãðàô G7 � îòîæäåñòâëåíèåì âåðøèí 2 è 4, à ãðàô G8 �
ñòÿãèâàíèåì äóãè (1, 2). Ïîñòðîèòü ãðàôû G1, . . . , G8.
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Ïðèìåð 5.10. Äëÿ ãðàôà áåç ïåòåëü G = 〈V ; E〉 íàéòè G.

¡
¡

¡
¡

¡
¡µ@

@
@

@
@

@

¾

q q

q q

3 4

2 1

G

Îòâåò. Ãðàô G âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ïðèìåð 5.11. Äëÿ ãðàôîâ G1 = 〈V1; E1〉 è G2 = 〈V2; E2〉, èçîáðàæåí-
íûõ íèæå, íàéòè ãðàôû G1 ∪G2, G1 ∩G2, G1 ⊕G2, G1 + G2, G1 ×G2.
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G1 ×G2

5.2. Çàäà÷è

5.2.1. Äàí ãðàô G.
à) Ïîñòðîèòü ãðàôû, ïîëó÷åííûå èç G äîáàâëåíèåì âåðøèíû 6, äîáàâ-
ëåíèåì äóãè (5, 4), óäàëåíèåì âåðøèíû 1, îòîæäåñòâëåíèåì âåðøèí 1
è 3.

-

?

@
@

@
@

@¡
¡

¡
¡

¡µ

-¡
¡

¡
¡

¡µ

q

q

q

q q

e

e
1

2

3

4

5

á) Ïîñòðîèòü ãðàôû, ïîëó÷åííûå èç G äîáàâëåíèåì âåðøèíû 0, äîáàâ-
ëåíèåì äóãè (2, 6), óäàëåíèåì âåðøèíû 1, îòîæäåñòâëåíèåì âåðøèí 2
è 5.
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5.2.2. Ïîñòðîèòü äîïîëíåíèå ãðàôà:
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5.2.3. Äàíû ãðàôû G1 è G2. Ïîñòðîèòü ãðàôû G1∩G2, G1∪G2, G1⊕G2,
G1 + G2, G1 ×G2:
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5.3 Ìàðøðóòû. Äîñòèæèìîñòü. Ñâÿçíîñòü

Ïðèìåð 5.12. Íàéòè ìàòðèöó êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà G:
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Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èç [5], � 4.3. Ñíà÷àëà íàéäåì ìàòðèöó
ñìåæíîñòè ãðàôà G. Èìååì

AG =




0 0 1 1
0 1 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0


 .

Òàê êàê â ãðàôå G ÷åòûðå âåðøèíû, íàéäåì A2
G è A3

G:

A2
G =




1 2 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 2 0 0


 , A3

G =




1 3 1 1
0 1 0 0
1 3 1 0
0 2 1 1


 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

B = E + AG + A2
G + A3

G =




3 5 3 2
0 4 0 0
2 5 3 1
1 5 2 2


 .

Îòñþäà íàõîäèì ìàòðèöû äîñòèæèìîñòè è êîíòðäîñòèæèìîñòè:

C =




1 1 1 1
0 1 0 0
1 1 1 1
1 1 1 1


 , Q = CT =




1 0 1 1
1 1 1 1
1 0 1 1
1 0 1 1


 .
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Íàêîíåö, íàéäåì ìàòðèöó êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè:

S = C ∗Q =




1 1 1 1
0 1 0 0
1 1 1 1
1 1 1 1


 ∗




1 0 1 1
1 1 1 1
1 0 1 1
1 0 1 1


 =




1 0 1 1
0 1 0 0
1 0 1 1
1 0 1 1


 .

Ïî ìàòðèöå êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
â ãðàôå G äâå êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè. Îäíà ñîñòîèò èç âåðøèí
1, 3, 4, à âòîðàÿ � òîëüêî èç âåðøèíû 2.

5.3. Çàäà÷è

5.3.1. à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñóùåñòâóåò
ìàðøðóò, ñîåäèíÿþùèé äâå âåðøèíû, òî ñóùåñòâóåò è ïðîñòàÿ öåïü,
ñîåäèíÿþùàÿ ýòè âåðøèíû.
á) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå âåðøèíû âçàèìíî äîñòèæèìû, òî ñóùåñòâóåò
ñîåäèíÿþùèé èõ ìàðøðóò, äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò |V | − 1, ãäå
V � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà.
5.3.2. Ïóñòü G〈V ; E〉 � ãðàô. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå P ⊆ V 2, îïðå-
äåëåííîå ïî ïðàâèëó P = {(vi, vj) | vi è vj âçàèìíî äîñòèæèìû} ÿâëÿ-
åòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
5.3.3. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó ñìåæíîñòè, ìàòðèöû ìàðøðóòîâ äëèíû 2,

3, 4, ìàòðèöó ñèëüíûõ êîìïîíåíò:
a)
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5.4 Îñòîâû. Ôóíäàìåíòàëüíûå öèêëû. Ôóíäàìåíòàëüíûå
ðàçðåçû

Ïðèìåð 5.13 (Äåðåâüÿ è ëåñà). Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ãðàô T1 �
äåðåâî, à ãðàô T2 íå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, íî ÿâëÿåòñÿ ëåñîì ñ äâóìÿ êîì-
ïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè.
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Ïðèìåð 5.14 (Îñòîâû). Íà ðèñóíêå íèæå èçîáðàæåí ãðàô G, â êî-
òîðîì âûäåëåíû äâà ðàçëè÷íûõ îñòîâà.
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Ïðèìåð 5.15. Íàéòè ìàòðèöó ôóíäàìåíòàëüíûõ öèêëîâ ãðàôà G îò-
íîñèòåëüíî îñòîâà, ñîñòîÿùåãî èç ðåáåð

[v1, v4], [v2, v4], [v3, v4], [v3, v5], [v3, v6]

(ñì. ðèñ. íèæå).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû è ðåáðà, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå âûøå, òîãäà îñòîâ ñîñòîèò èç ðåáåð f5, f6, f7, f8, f9. Ïðè äî-
áàâëåíèè ðåáðà f1 â ïîëó÷åííîì ãðàôå îáðàçóåòñÿ öèêë C1, ñîñòî-
ÿùèé èç ðåáåð f1, f7, f8. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âåêòîð a1 =
(1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0). Àíàëîãè÷íî, ïðè äîáàâëåíèè ðåáðà f2 ïîëó-
÷àåì öèêë, ñîñòîÿùèé èç ðåáåð f2, f5, f7, f8, ñëåäîâàòåëüíî, a2 =
(0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0). Àíàëîãè÷íî, ïðè äîáàâëåíèè ðåáðà f3 ïîëó÷àåì
öèêë C3, ñîñòîÿùèé èç ðåáåð f3, f6, f7, f8, è a3 = (0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0)
è äëÿ f4 ïîëó÷àåì C4 ñîñòîèò èç ðåáåð f4, f6, f7, f9, òî åñòü a4 =
(0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1). Â èòîãå, ïîëó÷àåì ìàòðèöó ôóíäàìåíòàëüíûõ



5.4. Îñòîâû. Ôóíäàìåíòàëüíûå öèêëû. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðàçðåçû 87

öèêëîâ: 


1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1 0 1


 .

Ïðèìåð 5.16. Ìíîæåñòâî ðåáåð K = {[v1, v2], [v2, v3], [v3, v4]} ÿâëÿåòñÿ
ðàçðåçîì ãðàôà G, íî ýòîò ðàçðåç íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

r r

r r

r
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v2 v4
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@
@

@
@

@
@

@
@

G

Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ðàçðåçîì ïî ðàçáèåíèþ V ={{v1, v3, v5}, {v2, v4}
}
. Îäíàêî, ìíîæåñòâî K ′ = {[v1, v2]}, ÿâëÿþùååñÿ

ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà K, ÿâëÿåòñÿ ðàçðåçîì ïî ðàçáèåíèþ V ′ ={{v1}, {v2, v3, v4, v5}
}
. ¤

Ïðèìåð 5.17. Íàéòè ìàòðèöó ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàçðåçîâ ãðàôà G èç
ïðèìåðà 5.15 ïî òîìó æå îñòîâó, ÷òî è â ýòîì ïðèìåðå.

Ðåøåíèå. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîé æå íóìåðàöèåé ðåáåð, ÷òî è â ïðè-
ìåðå 5.15. Óäàëåíèå ðåáðà f5 äàåò ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå âåðøèí:
V5 =

{{v1}, {v2, v3, v4, v5, v6}
}
, ñëåäîâàòåëüíî K5 = {f2, f4}, çíà÷èò

b5 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0). Óäàëåíèå ðåáðà f6 ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå
V6 =

{{v2}, {v1, v3, v4, v5, v6}
}
, ïîëó÷àåì K6 = {f3, f4, f6}, ñëåäîâà-

òåëüíî b6 = (0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0). Äàëåå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî. Óäà-
ëåíèå ðåáðà f7 äàåò ðàçáèåíèå V7 =

{{v1, v2, v4}, {v3, v5, v6}
}
, ïîëó÷àåì

K7 = {f1, f2, f3, f4, f7} è b7 = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0). Ïðè óäàëåíèè ðåá-
ðà f8 èìååì V8 =

{{v5}, {v1, v2, v3, v4, v6}
}
, â èòîãå K8 = {f1, f2, f3, f8},

ñëåäîâàòåëüíî b8 = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0). Íàêîíåö, óäàëÿÿ ðåáðî f9, ïî-
ëó÷àåì V9 =

{{v6}, {v1, v2, v3, v4, v5}
}
, ñëåäîâàòåëüíî, K9 = {f4, f9} è

b9 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1). Çàïèñûâàÿ âåêòîðû îäèí ïîä äðóãèì, ïîëó-
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÷àåì ìàòðèöó ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàçðåçîâ




0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1




.

5.4. Çàäà÷è

5.4.1. Íàéòè ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ öèêëîâ äëÿ ñëåäóþùèõ ãðà-
ôîâ:
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5.5 Ðàññòîÿíèÿ â ãðàôàõ. Ýéëåðîâû ãðàôû.
Ïëàíàðíûå ãðàôû

Ïðèìåð 5.18. Íàéòè ýêñöåíòðèñèòåòû âñåõ âåðøèí ãðàôà G èç ïðè-
ìåðà 5.15, à òàêæå åãî ðàäèóñ è äèàìåòð.

Ðåøåíèå. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi è êàæäîãî j > 1 íàéäåì ìíîæåñòâî
âåðøèí, ðàññòîÿíèÿ îò êîòîðûõ äî vi ðàâíî j (îáîçíà÷èì òàêîå ìíîæå-
ñòâî Dj(vi). Èìååì,
D1(v1) = {v4, v5}; D2(v1) = {v2, v3}; D3(v1) = {v6};
D1(v2) = {v4, v5, v6}; D2(v2) = {v1, v3};
D1(v3) = {v4, v5, v6}; D2(v3) = {v1, v2};
D1(v4) = {v1, v2, v3, v5}; D2(v4) = {v6};
D1(v5) = {v1, v2, v3, v4}; D2(v4) = {v6};
D1(v6) = {v2, v3}; D2(v6) = {v4, v5}; D3(v6) = {v1}.
Îòñþäà ïîëó÷àåì

e(v1) = e(v6) = 3, e(v2) = e(v3) = e(v4) = e(v5) = 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, r(G) = 2 è öåíòð ãðàôà G ñîñòîèò èç âåðøèí
v2, v3, v4, v5, à d(G) = 3 è, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðèôåðèéíûìè ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíû v1 è v6.

Ýéëåðîâû ãðàôû

Ïðèìåð 5.19. Íàéòè ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîêðûâàþùèõ öåïåé
ãðàôà G, èçîáðàæåííîãî íèæå:
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Ðåøåíèå. Â ãðàôå G ÷åòûðå âåðøèíû, ñòåïåíè êîòîðûõ íå÷åòíû: v4, v5,
v6 è v7. Ñîîòâåòñòâåííî, ãðàô G′ ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà G äîáàâëåíèåì
âåðøèíû v0 è ðåáåð [v0, v4], [v0, v5], [v0, v6], [v0, v7].
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v0

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè, ïðè îáîçíà÷åíèè öåïåé ìû áóäåì âûïèñûâàòü
òîëüêî âåðøèíû, ÷åðåç êîòîðûå îíè ïðîõîäÿò, à ðåáðà áóäåì ïðîïóñ-
êàòü. Èòàê, íà÷íåì ñ âåðøèíû v0. Ïðîéäÿ ïî öèêëó v0, v4, v5, v0, v6, v7, v0,
îêàçûâàåìñÿ â âåðøèíå v0, ïðè÷åì âñå ðåáðà, èäóùèå èç ýòîé âåðøèíû,
óæå èñïîëüçîâàíû.

Òàê êàê öèêë âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå âñå ðåáðà ãðàôà G′, âûáåðåì îä-
íó èç âåðøèí ýòîãî öèêëà, èíöèäåíòíóþ õîòÿ áû îäíîìó èç åùå íå
âûáðàííûõ ðåáåð. Äîïóñòèì âûáðàíà âåðøèíà v4, ñòðîèì öèêë, íà÷è-
íàÿ ñ ýòîé âåðøèíû. Ïîëó÷àåì v4, v7, v3, v8, v4. Âñå ðåáðà, èíöèäåíò-
íûå âåðøèíå v4, óæå âûáðàíû, çíà÷èò äàëüøå ìû íå ìîæåì äâèãàòüñÿ.
Ïîäñòàâèâ âòîðîé öèêë âìåñòî âåðøèíû v4 â ïåðâîì öèêëå, ïîëó÷àåì
v0, v4, v7, v3, v8, v4, v5, v0, v6, v7, v0.

Ïîëó÷åííûé öèêë îïÿòü ñîäåðæèò íå âñå ðåáðà ãðàôà G′. Âûáåðåì
îäíó èç âåðøèí ïîëó÷åííîãî ðàíåå öèêëà öèêëà, íàïðèìåð, âåðøèíó v3

è ñòðîèì î÷åðåäíîé öèêë: v3, v2, v1, v8, v2, v5, v6, v4, v3. Ïîäñòàâèâ ïîëó-
÷åííûé öèêë âìåñòî âåðøèíû v3 â öèêë, ïîñòðîåííûé ðàíåå, ïîëó÷àåì

v0, v4, v7, v3, v2, v1, v8, v2, v5, v6, v4, v3, v8, v4, v5, v0, v6, v7, v0.

Ýòî öèêë ñîäåðæèò âñå ðåáðà ãðàôà, çíà÷èò ýòî è åñòü ýéëåðîâ öèêë
ãðàôà G′. Âõîæäåíèÿ âåðøèíû v0 äåëÿò ýòîò öèêë íà äâå öåïè:

v4, v7, v3, v2, v1, v8, v2, v5, v6, v4, v3, v8, v4, v5 è v6, v7.

Ýòè öåïè è îáðàçóþò ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîêðûâàþùèõ öåïåé ãðà-
ôà G.

Ïëàíàðíûå ãðàôû

Ïðèìåð 5.20. ßâëÿþòñÿ ëè ïëàíàðíûìè ñëåäóþùèå ãðàôû?



5.5. Ðàññòîÿíèÿ â ãðàôàõ. Ýéëåðîâû ãðàôû. Ïëàíàðíûå ãðàôû 91

£
£
£
£
£
£
£
£
££

©©©©©©©©©©©©B
B
B
B
B
B
B
B
BB

@
@

@
@

@
@

@
@

@¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢@

@
@

@
@

@
@

@
@

¡
¡

¡

@
@

@

q

q

q

q

q

q

q

q

v1

v2

v3 v4

v5

v6

v7v8 G1

@
@

@

©©©©©©©©©©©©¡
¡

¡

¡
¡

¡

@
@

@

q

q

q

q

q

q

q

q

v1

v2

v3 v4

v5

v6

v7v8 G2

Ðåøåíèå. Â ãðàôå G1 îñóùåñòâèì ñòÿãèâàíèå ðåáðà [v4, v5] (ïåòëè, ïî-
ëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ, èçîáðàæàòü íå áóäåì, òàê êàê, î÷å-
âèäíî, íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ïåòëè íå âëèÿåò íà ïëàíàðíîñòü ãðàôà).
Èòàê, ïîëó÷èëè ãðàô G′
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Òåïåðü îñóùåñòâèì ñòÿãèâàíèå ðåáðà [v6, v7] â ãðàôå G′
1. Ïîëó÷èì ãðàô
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàô G′′
1 èçîìîðôåí ãðàôó K3,3, à çíà÷èò G1 íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïëàíàðíûì.
Ãðàô G2 ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì, òàê êàê åãî ìîæíî èçîáðàçèòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:
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5.5. Çàäà÷è

5.5.1. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 4 ôóíêöèè ρ(v, u).
5.5.2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà

G âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà r(G) 6 d(G) 6 2r(G).
5.5.3. Íàéòè ýêñöåíòðèñèòåòû âñåõ âåðøèí ãðàôîâ èç çàäà÷è 5.4.1,
èõ ðàäèóñû, äèàìåòðû. ßâëÿþòñÿ ëè ãðàôû ýéëåðîâûìè? Íàéòè èõ
ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîêðûâàþùèõ öåïåé.
5.5.4. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êðèâûõ, êîòîðîå íåîáõîäèìî
ïðîâåñòè, ÷òîáû êàæäûé îòðåçîê ôèãóðû ïåðåñåêàëñÿ òîëüêî ñ îäíîé
èç êðèâûõ ðîâíî îäèí ðàç?
à)

q q q q
q q q q q
q q q

á)

q q q
q q q q q
q q q q q
q q q

5.5.5. Ó÷ðåæäåíèå èìååò âèä êâàäðàòà, ðàçäåëåííîãî íà 64 êâàäðàò-
íûå êîìíàòû (8 ðÿäîâ ïî 8 êîìíàò). Â êàæäîé ñòåíå êàæäîé êîìíàòû
(â òîì ÷èñëå è â ñòåíàõ, âûõîäÿùèõ íà óëèöó) åñòü äâåðü. Òðåáóåòñÿ
óñòàíîâèòü çàìêè íà âñå äâåðè. Ñëåñàðü íà÷èíàåò ðàáîòó â ïðîèçâîëü-
íîé êîìíàòå. Ïîïàâ â êîìíàòó, îí âûáèðàåò ïðîèçâîëüíóþ äâåðü â ýòîé
êîìíàòå, óñòàíàâëèâàåò çàìîê â íåé, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèò â ñîñåäíþþ
êîìíàòó ÷åðåç ýòó äâåðü è çàõëîïûâàåò å¼ çà ñîáîé. Çàòåì ýòà äâåðü
ïîäêëþ÷àåòñÿ ê ñèñòåìå ñèãíàëèçàöèè è íå ìîæåò áûòü îòêðûòà äî òåõ
ïîð, ïîêà âñå çàìêè íå áóäóò óñòàíîâëåíû. Íàéòè ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî ñëåñàðåé, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü çàìêè íà âñåõ
äâåðÿõ. Òîò æå âîïðîñ, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè: êàæäûé ñëåñàðü,
îêîí÷èâ ñâîþ ðàáîòó, äîëæåí îêàçàòüñÿ íà óëèöå.
5.5.6. ßâëÿþòñÿ ëè ïëàíàðíûìè ãðàôû èç çàäà÷è 5.4.2?



5.5. Ðàññòîÿíèÿ â ãðàôàõ. Ýéëåðîâû ãðàôû. Ïëàíàðíûå ãðàôû 93

5.5.7. Ïðè êàêèõ n ãðàô Kn ïëàíàðåí?



Ãëàâà 6

Àëãåáðà ëîãèêè

6.1 Ôîðìóëû àëãåáðû ëîãèêè. Òàáëèöû èñòèííîñòè. Ýêâèâà-
ëåíòíîñòü

Ïðèìåð 6.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâà-
íèÿìè:
à) Âîäà êèïèò ïðè òåìïåðàòóðå 100 ◦C ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè
760 ìì.ðò.ñò.
á) Ñîëíöå � çâåçäà.
â) Ìåðêóðèé � ñàìàÿ óäàëåííàÿ îò Ñîëíöà ïëàíåòà.
ã) Íà óëèöå èäåò äîæäü.
ä) Êîøêè � ñàìûå ëþáîïûòíûå æèâîòíûå?

Ðåøåíèå. Ïðåäëîæåíèÿ à) è á) ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè, òàê êàê îíè
îáà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èñòèííûå óòâåðæäåíèÿ. Ïðåäëîæåíèå â) òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì, òîëüêî ýòî âûñêàçûâàíèå ëîæíî, òàê êàê
Ìåðêóðèé � íàîáîðîò ñàìàÿ áëèçêàÿ ê Ñîëíöó ïëàíåòà. Ïðåäëîæåíèå
ã) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì, îäíàêî èñòèííîñòü åãî çàâèñèò îò
òîãî, â êàêîé ìîìåíò è â êàêîé ãåîãðàôè÷åñêîé òî÷êå Çåìëè îíî áû-
ëî âûñêàçàíî. Ïðåäëîæåíèå ä) âûñêàçûâàíèåì íå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê
íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü êðèòåðèè, ïî êîòîðûì ìîæíî áûëî áû îïðåäå-
ëèòü ñòåïåíü ëþáîïûòñòâà êàê îäíîé êîøêè, òàê è âñåãî âèäà, ïîýòîìó
íåâîçìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå èñòèííî èëè, ÷òî îíî
ëîæíî.

Ïðèìåð 6.2. Äëÿ êàæäîãî èç ñëîæíûõ âûñêàçûâàíèé îïðåäåëèòü, â
êàêèõ ñëó÷àÿõ îíî èñòèííî.
à) �À çà îêíîì øåë äîæäü è ðîòà êðàñíîàðìåéöåâ� (ñì. [1]).
á) Âî âðåìÿ îòïóñêà Âàñÿ ïîåäåò â Êðûì èëè â Åãèïåò.

94
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â) �Åñëè íå áóäóò áðàòü [ëîòåðåéíûå áèëåòû], îòêëþ÷èì ãàç�.1

Ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå à), íåñìîòðÿ íà íåñêîëüêî íåïðèâû÷íóþ ôîð-
ìó, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì âûñêàçûâàíèåì, ïîëó÷åííûì èç äâóõ: �Çà îêíîì
øåë äîæäü� è �Çà îêíîì øëà ðîòà êðàñíîàðìåéöåâ�. Êîíå÷íî, áîëåå
ïðàâèëüíî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (äà è ñ òî÷êè çðåíèÿ ðóñ-
ñêîãî ÿçûêà òîæå) áûëî áû íàïèñàòü �Çà îêíîì øåë äîæäü è çà îêíîì
øëà ðîòà êðàñíîàðìåéöåâ�, íî òóò áûëî èñïîëüçîâàíî ñîêðàùåíèå, ïî-
ëó÷åííîå ïóòåì âûáðàñûâàíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ ñëîâ, äîñòàòî÷íî îáû÷-
íîå â ðóññêîì ÿçûêå (ïðàâäà íå â òàêîé ñèòóàöèè: çíà÷åíèå îäèíàêîâûõ
ñëîâ âî îáåèõ ÷àñòÿõ ïðåäëîæåíèÿ äîëæíî ñîâïàäàòü). Îòìåòèì, ÷òî
óòâåðæäåíèå à) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííû îáå ÷à-
ñòè ñëîæíîãî óòâåðæäåíèÿ, òî åñòü êîãäà çà îêíîì äåéñòâèòåëüíî øåë
äîæäü è îäíîâðåìåííî ñ ýòèì øëà ðîòà êðàñíîàðìåéöåâ.

Óòâåðæäåíèå á) èñòèííî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñòèííî õîòÿ áû îäíî èç
ñîñòàâëÿþùèõ åãî óòâåðæäåíèé. Êñòàòè, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ, òàêîå óòâåðæäåíèå, áóäåò èñòèííûì è åñëè èñòèííû îáå ÷àñòè. Òàê,
íèêòî íå ìåøàåò Âàñå óñïåòü çà âðåìÿ îòïóñêà ïîáûâàòü è â Êðûìó, è
â Åãèïòå, íå íàðóøàÿ èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå â) èñòèííî, åñëè èñòèííî âòîðîå óòâåðæäåíèå (íàçû-
âàåìîå çàêëþ÷åíèåì), à òàêæå åñëè ëîæíî ïåðâîå óòâåðæäåíèå (íàçû-
âàåìîå ïîñûëêîé). Òóò òàêæå íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ,
÷òî äëÿ èñòèííîñòè âñåãî óòâåðæäåíèÿ íåîáÿçàòåëüíî îáà óòâåðæäåíèÿ
äîëæíû áûòü èñòèííû èëè ëîæíû îäíîâðåìåííî. Òàê, â íàøåì ñëó÷àå,
äàæå åñëè áèëåòû áóäóò áðàòü, à ãàç òåì íå ìåíåå áóäåò îòêëþ÷åí,
óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ èñòèííûì.
Ïðèìåð 6.3. Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè ôîðìóëû

ϕ = (x → y) ∨ (z ∧ (x⊕ y)).

Ðåøåíèå. x y z z x → y x⊕ y z ∧ (x⊕ y) ϕ

0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0 1
1 1 1 0 1 0 0 1

1Öèòàòà âçÿòà èç êèíîôèëüìà �Áðèëëèàíòîâàÿ ðóêà�.
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Ïðèìåð 6.4. Ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè àëãåáðû ëîãèêè, âûïîëíÿåòñÿ ëè
òîæäåñòâî A\(B ⊕ C) = (A ∩ B) ∪ (A\C). Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî
îòâåòà, ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð.
Ðåøåíèå. Ïóñòü a, b è c âûñêàçûâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâàì
A, B è C ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ. Ìíîæåñòâó B ⊕ C

ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëà b⊕ c, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâó A\(B ⊕C) ñî-
îòâåòñòâóåò ôîðìóëà a ∧ ¬(b⊕ c). Îáîçíà÷èì ýòó ôîðìóëó ϕ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü. Ìíîæåñòâó A ∩ B ñîîòâåòñòâóåò
ôîðìóëà a ∧ b, à ìíîæåñòâó A\C � ôîðìóëà a ∧ ¬c. Îêîí÷àòåëüíî,
äëÿ ìíîæåñòâà (A ∩ B) ∪ (A\C) ïîëó÷àåì ôîðìóëó (a ∧ b) ∨ (a ∧ ¬c),
îáîçíà÷èì åå ψ.

Ïîñòðîèì òàáëèöû èñòèííîñòè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë:
a b c b⊕ c ¬(b⊕ c) ϕ ¬c a ∧ ¬c a ∧ b ψ

0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1 1 0 1
1 0 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 0 0 1 1

Òàê êàê òàáëèöû èñòèííîñòè íå ñîâïàäàþò, äàííîå ðàâåíñòâî íå ÿâëÿåò-
ñÿ òîæäåñòâîì. ×òîáû ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð, çàìåòèì, ÷òî òàáëèöû
ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî íà íàáîðå çíà÷åíèé a = b = 1, c = 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàäî ïðèâåñòè ïðèìåð òàêèõ ìíîæåñòâ A, B è C, ÷òîáû ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ, ëåæàùèõ â A, B, íî íå ëåæàùèõ â C (òî åñòü ìíîæåñòâî
(A ∩B)\C), íå áûëî ïóñòûì. Ïóñòü A = 2Z, B = 3Z, à C = N.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò −6 (ìîæíî âçÿòü ëþáîé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà
(2Z ∩ 3Z)\N). Òîãäà −6 ∈ 3Z è −6 6∈ N, ñëåäîâàòåëüíî, −6 ∈ 3Z ⊕ N.
Ïîëó÷àåì −6 6∈ 2Z\(3Z ⊕ N). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, −6 ∈ 6Z = 2Z ∩ 3Z.
Ñëåäîâàòåëüíî, −6 ∈ (2Z∩3Z)∪(2Z\N), òî åñòü ðàññìîòðåííûå ìíîæå-
ñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíòðïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ðàâåíñòâî
èç óñëîâèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì.
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6.1. Çàäà÷è
6.1.1. Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè:
à) x → (y ∨ ¬x); á) (x |(x⊕ y)) ↓ ¬y;
â) x ∨ ((x ↓ y) ↔ (x ∧ y)); ã) ((x ∨ y) ↔ (¬x ∧ z)) |(y ⊕ z);
ä) (x ∧ ¬(¬y ↓ z)) |((x⊕ y) → z);
å) ((x ∧ ¬y) ↓ z) → ¬(x ↔ ¬(z ∨ y)).
6.1.2. Ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè òàáëèö èñòèííîñòè, áóäóò ëè ýêâèâà-
ëåíòíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
à) x → (y ∨ z) è (x → y) ∨ (x → χ);
á) (x ↓ y) ∨ z è (x ∨ z) ↓ (y ∨ z);
â) (x ∨ y) ↓ z è x ↓ z ∨ y ↓ z;
ã) (x ∧ y) ↔ z è (x ↔ z) ∧ (y ↔ z).
6.1.3.Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà èç çàäà÷è 1.1.7 ñðåäñòâàìè àëãåáðû ëîãèêè.
6.1.4. Ñðåäñòâàìè àëãåáðû ëîãèêè âûÿñíèòü, âåðíû ëè ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà. Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð:
à) A ∪ (B\C) = (A ∪B)\(A ∪ C);
á) (A\B) ∩ C = (A ∩ C)\B;
â) (A\B)\C = A\(B\C);
ã) (A\B) ∩ C = (A ∩ C)\(B ∪ C);
ä) (A ∩B)\C = A\(B ∪ C);
å) A ∪B\C = (A\C) ∩ (B\C).

6.2 Äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû.
Ñîâåðøåííûå äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå
íîðìàëüíûå ôîðìû

Ïðèìåð 6.5. Êàêèå ôîðìóëû èç íèæåïåðå÷èñëåííûõ ÿâëÿþòñÿ êîíú-
þíêòàìè, à êàêèå � äèçúþíêòàìè?
a) xz, á) xy, â) xyz, ã) x ∨ y,
ä) x ∨ z, å) x ∨ y ∨ z, æ) x, ç) x,
ê) xyz, ë) x ∨ y, ì) (x ∨ y) ∧ z, í) x ∨ (y ∧ z).
Ðåøåíèå. Ôîðìóëû à)�â) ÿâëÿþòñÿ êîíúþíêòàìè. Ôîðìóëû ã)�å) �
äèçúþíêòàìè. Ôîðìóëû æ) è ç) (òî åñòü ëèòåðû) ÿâëÿþòñÿ êàê êîíú-
þíêòàìè, òàê è äèçúþíêòàìè2. Ôîðìóëû ê)-í) íå ÿâëÿþòñÿ íè êîíú-
þíêòàìè, íè äèçúþíêòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîé ôîðìóëå îòðèöà-
íèå îòíîñèòñÿ ê êîíúþíêöèè, à çíà÷èò îíà íå ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé

2Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â êà÷åñòâå êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü è
�âûðîæäåííûå� ñëó÷àè, êîãäà áåðåòñÿ êîíúþíêöèÿ èëè äèçúþíêöèÿ âñåãî îäíîé ëèòåðû.
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ëèòåð. Àíàëîãè÷íî, âòîðàÿ ôîðìóëà íå ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé ëèòåð
ïî òîé æå ïðè÷èíå. Â òðåòüåé ôîðìóëå êîíúþíêöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ è ê
äèçúþíêöèè ëèòåð, è ê ëèòåðå, à â ÷åòâåðòîé � äèçúþíêöèÿ ïðèìåíÿ-
åòñÿ ê ëèòåðå è êîíúþíêöèè ëèòåð.
Ïðèìåð 6.6. Êàêèå èç ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ ÊÍÔ, à êàêèå � ÄÍÔ?
à) xyz ∨ xy ∨ x y; á) (x ∨ y)(x ∨ y ∨ z); â) x ∨ y ∨ z; ã) xyz.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà à) ÿâëÿåòñÿ ÄÍÔ. Ôîðìóëà á)� ÊÍÔ. Ôîð-
ìóëû â) è ã) ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî è ÊÍÔ, è ÄÍÔ. Äåéñòâèòåëüíî,
ïåðâóþ ôîðìóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê êîíúþíêöèþ îäíîé äèçú-
þíêöèè èëè êàê äèçúþíêöèþ òðåõ êîíúþíêöèé, à âòîðóþ � íàîáîðîò,
êàê äèçúþíêöèþ îäíîé êîíúþíêöèè èëè êàê êîíúþíêöèþ òðåõ äèçú-
þíêöèé.3

Ïðèìåð 6.7. Ïðèâåñòè ê ÄÍÔ è ê ÊÍÔ ôîðìóëó
ϕ = (x ↔ y) ∨ (x ↓ yz).

Ðåøåíèå. Èìååì
ϕ = (x ↔ y) ∨ (x ↓ yz) ∼
∼ ((x → y)(y → x)) ∨ (x ∨ yz) ∼
∼ ((x ∨ y)(y ∨ x)) ∨ (x yz) ∼
∼ ((x ∨ y)(y ∨ x)) ∨ (x(y ∨ z))

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàì íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ôîðìóëû
ψ = (x∨y)(y∨x) è χ = x(y∨z) ê ÄÍÔ (äëÿ ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîé ôîð-
ìóëû ê ÄÍÔ) è ê ÊÍÔ (äëÿ ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîé ôîðìóëû ê ÊÍÔ).
Ñ ýòîãî ìåñòà áóäåì ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ îòäåëüíî äëÿ íàõîæäåíèÿ
ÄÍÔ è ÊÍÔ.

ÄÍÔ. Èìååì ψ = (x ∨ y)(y ∨ x) ∼ x y ∨ xx ∨ yy ∨ yx. Êàê óæå
îòìå÷àëîñü, ýòó ôîðìóëó ìîæíî óïðîñòèòü, îòáðîñèâ êîíúþíêòû xx

è yy. Â èòîãå ïîëó÷àåì ψ ∼ x y ∨ yx. Äëÿ âòîðîé ôîðìóëû ïîëó÷àåì
χ = x(y ∨ z) ∼ xy ∨ xz. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∼ (x y ∨ yx) ∨ (xy ∨ xz) ∼
x y ∨ yx ∨ xy ∨ xz.

ÊÍÔ. Êàê ψ, òàê è χ óæå ÿâëÿþòñÿ ÊÍÔ, ñëåäîâàòåëüíî
ϕ ∼ ψ ∨ χ ∼
∼ ((x ∨ y)(y ∨ x)) ∨ (x(y ∨ z)) ∼
∼ (x ∨ y ∨ x)(x ∨ y ∨ y ∨ z)(y ∨ x ∨ x)(y ∨ x ∨ y ∨ z)

3Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ñíîñêå.
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Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ìîæíî óïðîñòèòü, óáðàâ ïåðâûå äâà äèçúþíê-
òà, òàê êàê ïåðâûé äèçúþíêò ñîäåðæèò x è x, à âòîðîé � y è y.
×òî êàñàåòñÿ äâóõ ïîñëåäíèõ äèçúþíêòîâ, êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò
íåêîòîðóþ ëèòåðó äâàæäû, à çíà÷èò ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî ïî îä-
íîìó ýêçåìïëÿðó ýòèõ ëèòåð â äèçúþíêòàõ. Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì
ϕ ∼ (y ∨ x)(x ∨ y ∨ z).

Ïðèìåð 6.8. Ôîðìóëû xyz∨x yz∨x y z, xyzt ÿâëÿþòñÿ ÑÄÍÔ, ïåðâàÿ
èç ýòèõ ôîðìóë çàâèñèò îò òðåõ ïåðåìåííûõ, à âòîðàÿ � îò ÷åòûðåõ.
Ôîðìóëà xyz ∨ xz ∨ x y ÿâëÿåòñÿ ÄÍÔ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ÑÄÍÔ, òàê êàê
âòîðîé êîíúþíêò íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé y, à òðåòèé � ïåðåìåííîé z.

Ôîðìóëû (x∨y∨z)(x∨y∨z)(x∨y∨z) è x∨y∨z∨ t ÿâëÿþòñÿ ÑÊÍÔ
(òàêæå, ïåðâàÿ èç íèõ îò òðåõ ïåðåìåííûõ, à âòîðàÿ � îò ÷åòûðåõ).
Ôîðìóëà (x ∨ y)(x ∨ z)(y ∨ z) ÿâëÿåòñÿ ÊÍÔ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ÑÊÍÔ,
òàê êàê êàæäûé êîíúþíêò ñîäåðæèò ïî äâå ïåðåìåííûå èç òðåõ. ¤

Ïðèìåð 6.9. Íàéòè ïðè ïîìîùè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ ôîðìóëû ϕ = (x ↔ y) ∨ (x ↓ yz).

Ðåøåíèå. Èç ïðèìåðà 6.7 ïîëó÷àåì ϕ ∼ x y∨yx∨xy∨xz Ðàññìàòðèâàÿ
ïî îòäåëüíîñòè êîíúþíêòû ïîëó÷àåì

x y ∼ x y(z ∨ z) ∼ x yz ∨ x y z;
yx ∼ xy(z ∨ z) ∼ xyz ∨ xyz;
xy ∼ xy(z ∨ z) ∼ xyz ∨ xy z;
xz ∼ xz(y ∨ y) ∼ xyz ∨ xy z.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∼ x yz ∨ x y z) ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xy z ∨ xyz ∨ xy z.
Óáèðàÿ ðàâíûå êîíúþíêòû, ïîëó÷àåì îòâåò

x yz ∨ x y z ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xy z.

Ñíîâà èç ïðèìåðà 6.7 ïîëó÷àåì ϕ ∼ (y∨x)(x∨y∨z). Âòîðîé äèçúþíêò
ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå. Ðàññìîòðèì ïåðâûé äèçúþíêò:

y ∨ x ∼ (x ∨ y) ∨ zz ∼ (x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∼ (x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z). Âòîðîé è òðåòèé
äèçúþíêòû îäèíàêîâû, çíà÷èò îäèí èç íèõ ìîæíî óáðàòü. Ïîëó÷àåì

(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z).
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Ïðèìåð 6.10. Ïîñòðîèòü ïðè ïîìîùè òàáëèö èñòèííîñòè ÑÄÍÔ è
ÑÊÍÔ äëÿ ôîðìóëû

ϕ = (x → y) ∨ (z ∧ (x⊕ y)).

Ðåøåíèå. Òàáëèöà èñòèííîñòè äàííîé ôîðìóëû áûëà ïîñòðîåíà â ïðè-
ìåðå 6.3. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ýòîé òàáëèöû èñòèííîñòè îäèí íóëü è
ñåìü åäèíèö.

Íóëü ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x = 1, y = 0, z = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíñòèòóåíòà íóëÿ èìååò âèä

x ∨ y ∨ z.

Ýòà êîíñòèòóåíòà è áóäåò ÑÊÍÔ ôîðìóëû ϕ.
Ïåðåáåðåì âñå ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþùèå åäèíèöå. Ïåðâàÿ ñòðîêà ñî-

îòâåòñòâóåò íàáîðó çíà÷åíèé ïðåìåííûõ x = 0, y = 0, z = 0. Òàêèì
îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíñòèòóåíòà åäèíèöû èìååò âèä x y z. Ñëå-
äóþùàÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó x = 0, y = 0, z = 1, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò êîñòèòóåíòå åäèíèöû x yz. Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå êîíñòèóåíòû: xyz, xyz, xy z, xyz, xyz. Ñîîòâåòñòâåííî, ïî-
ëó÷àåì ÑÄÍÔ

x y z ∨ x yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xy z ∨ xyz ∨ xyz.

6.2. Çàäà÷è
6.2.1. Ïðèâåñòè ê ÄÍÔ ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:
à) x → (y ∨ ¬z); á) x ∨ (y ↔ ¬z); â) x ↔ (y | z);
ã) x⊕ (y ∨ z); ä) (x |¬y) ∨ ¬(y → z);
å) (((x → y) → ¬z) → x); æ) (x → y) ↓ (z → ¬x).
6.2.2. Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:
à) x → (y | ¬z); á) (¬x⊕ y) ↓ z;
â) (x → y) ∨ (y ↓ ¬z); ã) (x ∨ ¬y) → ¬(y | z);
ä) x ∨ ¬(y ↔ z); å) (¬x → ¬y) ∧ ¬(y ∧ z).
6.2.3. Ïðè ïîìîùè òàáëèö èñòèííîñòè íàéòè ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ ôîðìóë
èç çàäà÷è 6.1.1.
6.2.4. Ïðèâåñòè ê ÑÄÍÔ ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:
à) x ↓ (y ∨ ¬z); á) (x⊕ y) ↔ z;
â) (x ∧ y) → (y | ¬z); ã) ((x → y) | z) ∨ ¬y.
6.2.5. Ïðèâåñòè ê ÑÊÍÔ ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:
à) ¬x → ¬(y | z); á) x ↓ (¬y → z);
â) (x ∨ y) → (¬y ∧ z); ã) ((x |y) ↓ z) ∧ ¬x.
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6.2.6. Ïóñòü A1, A2, . . . , An � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ. Äîêàçàòü,
÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ ïîðîæäåíî
ìíîæåñòâàìè A1, A2, . . . , An.

6.3 Òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ è ÊÍÔ

Ïðèìåð 6.11. Íàéòè ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ äëÿ ôîðìóëû

ϕ = x yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz.

Ðåøåíèå. Ôîðìóëà ϕ óæå ÿâëÿåòñÿ ÑÄÍÔ. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü
ïðîâåñòè âñå íåïîëíûå ñêëåèâàíèÿ è ýëåìåíòàðíûå ïîãëîùåíèÿ:

ϕ ∼ (x yz ∨ xyz) ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∼
∼ xz ∨ (x yz ∨ xyz) ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∼
∼ xz ∨ yz ∨ x yz ∨ (xyz ∨ xyz) ∨ xyz ∨ xyz ∼
∼ xz ∨ yz ∨ xz ∨ x yz ∨ xyz ∨ (xyz ∨ xyz) ∨ xyz ∼

∼ xz ∨ yz ∨ xz ∨ yz ∨ x yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ (xyz ∨ xyz) ∼
∼ (xz ∨ xz) ∨ yz ∨ yz ∨ xy ∨ x yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∼
∼ z ∨ xz ∨ xz ∨ (yz ∨ yz) ∨ xy ∨ x yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∼
∼ z ∨ z ∨ xz ∨ xz ∨ yz ∨ yz ∨ x yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∨ (xy ∨ xyz) ∼
∼ z ∨ xz ∨ xz ∨ yz ∨ yzx yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ (xy ∨ xyz) ∼
∼ z ∨ xz ∨ xz ∨ yz ∨ xyx yz ∨ xyz ∨ ∨(yzxyz) ∼
∼ z ∨ xz ∨ xz ∨ yz ∨ xyx yz ∨ (yz ∨ xyz) ∼
∼ z ∨ xz ∨ xz ∨ yz ∨ xy ∨ (yz ∨ x yz) ∼
∼ xz ∨ xz ∨ yz ∨ xy ∨ (z ∨ yz) ∼
∼ xz ∨ xz ∨ (z ∨ yz) ∨ xy ∼
∼ xz ∨ (z ∨ xz) ∨ xy ∼
∼ (z ∨ xz) ∨ xy ∼
∼ z ∨ xy.

Êàðòû Êàðíî

Ïðèìåð 6.12. Ñ ïîìîùüþ êàðò Êàðíî íàéòè òóïèêîâûå è ìèíèìàëü-
íûå ÄÍÔ äëÿ ôîðìóëû

ϕ = x yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz.
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Ðåøåíèå. Ôîðìóëà ϕ ÿâëÿåòñÿ ÑÄÍÔ. Ïîñòðîèì äëÿ íåå êàðòó Êàð-
íî. È âûäåëèì íà íåé ïðÿìîóãîëüíèêè, ñîñòîÿùèå èç åäèíèö, ñòîðîíû
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè.

� yz

x 00 01 11 10

0 1 1

1 1 1 1
®
­

©
ª

®
­

©
ª

®

­

©

ª

®

­

©

ª

Èòàê, åñòü ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçìåðîì 1×2. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ
íàéäåì ïåðåìåííûå, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îäèíàêîâû íà âñåì ïðÿìîóãîëü-
íèêå è âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå êîíúþíêòû (åñëè çíà÷åíèå ïåðåìåí-
íîé â ïðÿìîóãîëüíèêå 1, òî êîíúþíêò áóäåò ñîäåðæàòü ýòó ïåðåìåí-
íóþ, à åñëè 0, òî åå îòðèöàíèå). Ýòè êîíúþíêòû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè
èìïëèêàíòàìè. Ïîëó÷àåì ÷åòûðå êîíúþíêòà (ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìî-
óãîëüíèêàì, âçÿòûì â ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî): yz, xz, xy, yz.

Ñòðîèì ìàòðèöó Êâàéíà

x yz xyz xyz xyz xyz

yz ∗ ∗
xz ∗ ∗
xy ∗ ∗
yz ∗ ∗

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâàÿ èìïëèêàíòà äîëæíà âõîäèòü â òóïèêîâóþ ÄÍÔ,
òàê êàê ýòà ñòðîêà � åäèíñòâåííàÿ, ñîäåðæàùàÿ çâåçäî÷êó â ïåðâîì
ñòîëáöå. Àíàëîãè÷íî, ïîñëåäíÿÿ èìïëèêàíòà äîëæíà âõîäèòü â òóïèêî-
âóþ ÄÍÔ. Çâåçäî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì äâóì èìïëèêàíòàì, åñòü â
ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñòîëáöàõ. Îñòàëîñü âûáðàòü ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ çâåç-
äî÷êó â ïÿòîì ñòîëöå. Êàê ëåãêî âèäåòü, ìîæíî âûáðàòü ëèáî âòîðóþ,
ëèáî òðåòüþ ñòðîêó. Êàæäîìó âûáîðó ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ òóïèêîâàÿ
ÄÍÔ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì äâå òóïèêîâûå ÄÍÔ: yz ∨ xy ∨ yz è
yz ∨ xz ∨ yz. Îáå îíè ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè, òàê êàê â çàïèñè îáåèõ
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ëèòåð (ïî 6).

Òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå ÊÍÔ. Äâîéñòâåííûå ôóíêöèè

Ïðèìåð 6.13. Íàéòè òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå ÊÍÔ äëÿ ôîðìóëû

ϕ = (x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z).
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Ðåøåíèå. Ôîðìóëà ϕ ÿâëÿåòñÿ ÑÊÍÔ. Â ñèëó îïèñàííîãî âûøå,
ϕ+(x, y, z) = x yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz. Êàê ñëåäóåò èç ïðèìå-
ðà 6.12, òóïèêîâûìè è ìèíèìàëüíûìè ÄÍÔ äëÿ ôîðìóëû ϕ+ ÿâëÿþòñÿ
yz∨xy∨yz è yz∨xz∨yz. Íàéäÿ äâîéñòâåííûå ê ýòèì ôîðìóëàì, ïîëó÷à-
åì, ÷òî òóïèêîâûìè è ìèíèìàëüíûìè ÊÍÔ äëÿ ôîðìóëû ϕ ÿâëÿþòñÿ
(y ∨ z)(x ∨ y)(y ∨ z) è (y ∨ z)(x ∨ z)(y ∨ z).

6.3. Çàäà÷è

6.3.1. Íàéòè âñå òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ ïðè ïîìîùè ìåòîäà
Êâàéíà:
à) xyz ∨ xȳz ∨ x̄yz ∨ x̄ȳz ∨ x̄yz̄ ∨ x̄ȳz̄;
á) xyz ∨ xȳz ∨ xyz̄ ∨ x̄yz̄ ∨ x̄ȳz̄;
â) xyzt ∨ xyzt̄ ∨ xȳzt ∨ xȳzt̄ ∨ x̄yzt ∨ xyz̄t ∨ x̄yz̄t ∨ x̄yz̄t̄;
ã) xyzt ∨ xȳzt̄ ∨ xyzt̄ ∨ x̄yzt̄ ∨ x̄ȳzt̄ ∨ xyz̄t ∨ xyz̄t̄ ∨ xȳz̄t̄ ∨ x̄yz̄t̄ ∨ x̄ȳz̄t̄.
6.3.2. Íàéòè âñå òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå ÊÍÔ ïðè ïîìîùè ìåòîäà
Êâàéíà:
à) (x ∨ y ∨ z)(x ∨ ȳ ∨ z)(x̄ ∨ y ∨ z)(x̄ ∨ y ∨ z̄)(x̄ ∨ ȳ ∨ z)(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄);
á) (x ∨ y ∨ z̄)(x ∨ ȳ ∨ z̄)(x̄ ∨ y ∨ z)(x̄ ∨ y ∨ z̄)(x̄ ∨ ȳ ∨ z);
â) (x ∨ ȳ ∨ z ∨ t̄)(x ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t̄)(x̄ ∨ y ∨ z̄ ∨ t)(x̄ ∨ ȳ ∨ z ∨ t)(x̄ ∨ ȳ ∨ z ∨ t̄)

(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t)(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t̄);
ã) (x ∨ y ∨ z ∨ t)(x ∨ y ∨ z ∨ t̄)(x ∨ y ∨ z̄ ∨ t)(x ∨ ȳ ∨ z ∨ t)(x ∨ ȳ ∨ z ∨ t̄)

(x̄ ∨ y ∨ z ∨ t)(x̄ ∨ y ∨ z̄ ∨ t)(x̄ ∨ y ∨ z̄ ∨ t̄)(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t)(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t̄).
6.3.3. Íàéòè âñå òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ ïðè ïîìîùè êàðò
Êàðíî:
à) xyz ∨ xȳz ∨ xȳz̄ ∨ x̄yz̄ ∨ x̄ȳz̄;
á) xyz ∨ xyz̄ ∨ x̄yz̄ ∨ x̄ȳz ∨ xȳz ∨ x̄ȳz̄;
â) xyzt ∨ xyzt̄ ∨ xyz̄t ∨ xyz̄t̄ ∨ xȳzt̄ ∨ xȳz̄t̄ ∨ x̄yzt ∨ x̄yz̄t ∨ x̄ȳz̄t;
ã) xyzt ∨ xyzt̄ ∨ xyz̄t̄ ∨ xȳzt ∨ xȳzt̄ ∨ xȳz̄t̄ ∨ x̄yzt ∨ x̄yzt̄ ∨ x̄ȳzt̄.
6.3.4. Íàéòè âñå òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå ÊÍÔ ïðè ïîìîùè êàðò
Êàðíî:
à) (x ∨ y ∨ z̄)(x ∨ ȳ ∨ z̄)(x̄ ∨ y ∨ z)(x̄ ∨ ȳ ∨ z)(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄);
á) (x ∨ y ∨ z̄)(x ∨ ȳ ∨ z)(x ∨ ȳ ∨ z̄)(x̄ ∨ y ∨ z̄)(x̄ ∨ ȳ ∨ z);
â) (x ∨ y ∨ z̄ ∨ t)(x ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t)(x̄ ∨ y ∨ z ∨ t̄)(x̄ ∨ y ∨ z̄ ∨ t)(x̄ ∨ y ∨ z̄ ∨ t̄)

(x̄ ∨ ȳ ∨ z ∨ t̄)(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t)(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t̄);
ã) (x ∨ y ∨ z ∨ t̄)(x ∨ y ∨ z̄ ∨ t)(x ∨ ȳ ∨ z ∨ t̄)(x ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t)(x ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t̄)

(x̄ ∨ y ∨ z ∨ t)(x̄ ∨ y ∨ z ∨ t̄)(x̄ ∨ ȳ ∨ z ∨ t̄)(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t)(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄ ∨ t̄).
6.3.5. à) Ñ ïîìîùüþ êàðò Êàðíî ïîñòðîèòü ïðèìåð áóëåâîé ôóíêöèè,
äëÿ êîòîðîé ÑÄÍÔ, ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ è ÌÄÍÔ ñîâïàäàþò.
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á) Ñ ïîìîùüþ êàðò Êàðíî ïîñòðîèòü ïðèìåð áóëåâîé ôóíêöèè, äëÿ
êîòîðîé ÑÊÍÔ, ñîêðàùåííàÿ ÊÍÔ è ÌÊÍÔ ñîâïàäàþò.

6.4 Ïîëèíîì Æåãàëêèíà. Ïîëíûå ñèñòåìû ôóíêöèé

Ïðèìåð 6.14. Íàéòè ïîëèíîì Æåãàëêèíà äëÿ ôîðìóëû

ϕ = (x ↔ yz) | (xz ↓ (y → z)).

Ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðåïèñûâàíèÿ âûðàæåíèÿ â ïåðâîé ñêîá-
êå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ 9 èç [5], � 6.3, íî ìîæíî
ïîñòóïèòü è ïðîùå, çàìåòèâ, ÷òî ψ ↔ χ ∼ ψ ⊕ χ ∼ ψ⊕χ⊕1 äëÿ ëþáûõ
ôîðìóë ψ è χ. Èìååì

ϕ ∼(x⊕ yz) | (xz ↓ (y → z)) ∼
∼(x⊕ yz) ∧ (xz ↓ (y → z)) ∼
∼(x⊕ yz) ∧ (xz ∨ (y ∨ z)) ∼
∼(x⊕ yz) ∧ (xz(y ∨ z)) ∼
∼(x⊕ y(z ⊕ 1)) ∧ ((xz ⊕ 1)((y ⊕ 1) ∨ z)) ∼
∼(x⊕ yz ⊕ y) ∧ ((xz ⊕ 1)(y ⊕ 1⊕ z ⊕ (y ⊕ 1)z)) ∼
∼(yz ⊕ x⊕ y) ∧ ((xz ⊕ 1)(y ⊕ 1⊕ z ⊕ yz ⊕ z)) ∼
∼(yz ⊕ x⊕ y ⊕ 1)(xz ⊕ 1)(yz ⊕ y ⊕ 1) ∼
∼(yz ⊕ x⊕ y ⊕ 1)(xz ⊕ 1)(yz ⊕ y ⊕ 1)⊕ 1 ∼
∼(yzxz ⊕ xxz ⊕ yxz ⊕ xz ⊕ yz ⊕ x⊕ y ⊕ 1)(yz ⊕ y ⊕ 1)⊕ 1 ∼
∼(xyz ⊕ xz ⊕ xyz ⊕ xz ⊕ yz ⊕ x⊕ y ⊕ 1)(yz ⊕ y ⊕ 1)⊕ 1 ∼
∼(yz ⊕ x⊕ y ⊕ 1)(yz ⊕ y ⊕ 1)⊕ 1 ∼
∼yzyz ⊕ xyz ⊕ yyz ⊕ yz ⊕ yzy ⊕ xy ⊕ yy ⊕ y ⊕ yz ⊕ x⊕ y ⊕ 1⊕ 1 ∼
∼yz ⊕ xyz ⊕ yz ⊕ yz ⊕ yz ⊕ xy ⊕ y ⊕ y ⊕ yz ⊕ x⊕ y ⊕ 1⊕ 1 ∼
∼xyz ⊕ xy ⊕ yz ⊕ x⊕ y.

Ñëåäîâàòåëüíî, xyz ⊕ xy ⊕ yz ⊕ x⊕ y è åñòü ïîëèíîì Æåãàëêèíà äëÿ
ôîðìóëû ϕ.

Ïðèìåð 6.15. Âûÿñíèòü, ê êàêèì êëàññàì ïðèíàäëåæèò êàæäàÿ èç
ôóíêöèé ñèñòåìû F = {x, x → y, x ∨ y, }. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ñèñòåìà
ïîëíîé?
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Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ âñåõ òðåõ ôóíêöèé ñèñòå-
ìû F.

x x

0 1
1 0 ;

x y x → y x ∨ y

0 0 1 0
0 1 1 1 .
1 0 0 1
1 1 1 1

Èç òàáëèö èñòèííîñòè ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî êëàññó P0 ïðèíàä-
ëåæèò òîëüêî ôóíêöèÿ x ∨ y, à êëàññó P1 ïðèíàäëåæàò äâå ôóíêöèè:
x → y è x∨y. Òàêæå èç òàáëèö èñòèííîñòè ëåãêî âèäåòü, ÷òî x∨y ∈ M ,
à x, x → y 6∈ M .

Äàëåå, òàê êàê êîëè÷åñòâî íóëåé â ïîñëåäíèõ ñòîëáöàõ òàáëèö èñòèí-
íîñòè ôóíêöèé x → y è x ∨ y íå ðàâíî êîëè÷åñòâó åäèíèö â íèõ, ýòè
ôóíêöèè íå ëåæàò â S. Îäíàêî, â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, íåñëîæíî âè-
äåòü, ÷òî ÷òîáû ïîëó÷èòü òàáëèöó èñòèííîñòè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè,
íóæíî âî âñåé òàáëèöå èñòèííîñòè (òî åñòü âî âñåõ òðåõ ñòîëáöàõ) çàìå-
íèòü íóëè íà åäèíèöû è íàîáîðîò. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî åùå óïîðÿäî÷èòü
ñòðîêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðâûå äâå ñòðîêè ïîëó÷åííûõ òàáëèö
ñîâïàäàëè ñ ïåðâûìè äâóìÿ ñòîëáöàìè èñõîäíîé òàáëèöû èñòèííîñòè.
Òàê, åñëè çàïèñûâàòü íàáîðû ïåðåìåííûõ â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû ñòðî-
êè öèôð x1x2 . . . xn, ðàññìîòðåííûå êàê äâîè÷íûå ÷èñëà, áûëè óïîðÿäî-
÷åíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî ïîñëå çàìåíû â òàáëèöå åäèíèö íà íóëè
è íàîáîðîò ñòðîêè íåîáõîäèìî ïåðåïèñàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Èòàê,
ïîëó÷àåì òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ ôóíêöèé, äâîéñòâåííûõ ôóíêöèÿì
èç F:

x (x)+

0 1
1 0 ;

x y (x → y)+ (x ∨ y)+

0 0 0 0
0 1 1 0 .
1 0 0 0
1 1 0 1

Êàê ìû óæå óñòàíîâèëè ðàíåå, x → y, x∨ y 6∈ S. Ýòî âèäíî è èç òàáëèö
èñòèííîñòè. Òàêæå èç òàáëèö èñòèííîñòè âèäíî, ÷òî x ∈ S.

Íàêîíåö, ïðîâåðèì, ÿâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèè ñèñòåìû F ëèíåéíûìè.
Ôóíêöèÿ x. Ïóñòü g(x) = c0 ⊕ c1x. Èìååì c0 = g(0) = 0 = 1,
c0 ⊕ c1 = g(1) = 1 = 0, îòêóäà 1 ⊕ c1 = 0, à çíà÷èò c1 = 1. Ïîëó-
÷àåì g(x) = 1 ⊕ x, îòñþäà, c î÷åâèäíîñòüþ, ñëåäóåò, ÷òî g(x) ∼ x, à
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çíà÷èò x ∈ L.
Ôóíêöèÿ x → y. Ïóñòü g(x, y) = c0⊕ c1x⊕ c2y, òîãäà c0 = g(0, 0) = 0 →
0 = 1, c0 ⊕ c1 = g(1, 0) = 1 → 0 = 0, c0 ⊕ c2 = g(0, 1) = 0 → 1 = 1, à
çíà÷èò c1 = 1, c2 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, g(x, y) = 1⊕x. Ïîñòðîèì òàáëèöó
èñòèííîñòè ýòîé ôóíêöèè:

x y g(x, y)
0 0 1
0 1 1 .
1 0 0
1 1 0

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî g(x, y) � x → y, ñëåäîâàòåëüíî x → y 6∈ L.
Ôóíêöèÿ x∨y. Ïóñòü g(x, y) = c0⊕c1x⊕c2y, òîãäà c0 = g(0, 0) = 0∨0 =
0, c0 ⊕ c1 = g(1, 0) = 1 ∨ 0 = 1, c0 ⊕ c2 = g(0, 1) = 0 ∨ 1 = 1, à çíà÷èò
c1 = 1, c2 = 1, ñëåäîâàòåëüíî, g(x, y) = x⊕ y. Òàáëèöà èñòèííîñòè ýòîé
ôóíêöèè ïðèìåò âèä:

x y g(x, y)
0 0 0
0 1 1 .
1 0 1
1 1 0

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî g(x, y) � x ∨ y, ñëåäîâàòåëüíî, x ∨ y 6∈ L.
Èòàê, ïîëó÷èëè, â ÷àñòíîñòè, x 6∈ P0, x 6∈ P1, x → y 6∈ S, x 6∈ M ,

x ∨ y 6∈ L. Òàê êàê äëÿ êàæäîãî êëàññà Ïîñòà åñòü áóëåâà ôóíêöèÿ
èç ñèñòåìû F, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîìó êëàññó, ïî òåîðåìå Ïîñòà ýòà
ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
Ïðèìåð 6.16. ßâëÿåòñÿ ëè áàçèñîì ñèñòåìà F = {x, x → y, x∨ y, }? Â
ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà íàéòè âñå ïîäñèñòåìû ñèñòåìû F, ÿâëÿ-
þùèåñÿ áàçèñàìè.
Ðåøåíèå. Ìû óæå ïîëó÷èëè (ñì. ïðèìåð 6.15), ÷òî F � ïîëíàÿ ñèñòå-
ìà, êðîìå òîãî, ìû âûÿñíèëè, êàêèì êëàññàì ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè
ñèñòåìû F. Ïîñòðîèì òàáëèöó äëÿ ýòèõ ôóíêöèé:

P0 P1 S M L
x − − −

x → y − − − −
x ∨ y − −

.
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Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ñ òàáëèöåé î÷åíü ïîõîæè íà òî, ÷òî ìû äåëàëè ñ
ìàòðèöåé Êâàéíà ïðè íàõîæäåíèè òóïèêîâûõ ÄÍÔ. Ñíà÷àëà íàõîäèì
òàêèå ñòðîêè, êîòîðûå íåëüçÿ âû÷åðêíóòü, òàê êàê â íèõ åñòü çíàêè �−�,
ÿâëÿþùèåñÿ åäèíñòâåííûìè â ñâîèõ ñòîëáöàõ. Â íàøåì ïðèìåðå òàêîé
ñòðîêîé áóäåò ïåðâàÿ (ñîîòâåòñòâóþùàÿ x), òàê êàê òîëüêî â ýòîé ñòðî-
êå ñòîèò �−� â ñòîëáöå, ñîîòâåòñòâóþùåì P1. Òàêèì îáðàçîì, â òàáëèöå
íåîáõîäèìî íàéòè ñòðîêè, â êîòîðûõ åñòü �−�, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîá-
öàì S è L. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîæíî âçÿòü ëþáóþ èç äâóõ îñòàâøèõñÿ
ñòðîê. Ñëåäîâàòåëüíî, îáå ïîäñèñòåìû F1 = {x, x∨y} è F2 = {x, x → y}
ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè.

6.4. Çàäà÷è

6.4.1. Íàéòè ïîëèíîì Æåãàëêèíà äëÿ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:
à) x → (¬y ∧ z); á) ¬(x ∨ y) ↓ z;
â) (x → y) |¬(y ∧ ¬z); ã) ((x → y) |¬x) ∧ z.
6.4.2. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé ïîëíîé. Â ñëó-
÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âûÿñíèòü, îáðàçóåò ëè îíà áàçèñ:
à) {x̄y, x → y}; á) {(x ↔ y), y → x};
â) {x ↔ y, x ∨ y}; ã) {x̄, x ∨ ȳz̄};
ä) {x ∨ y, (x → y)z̄}; å) {x ↔ y, x̄, x̄ ↔ y};
æ) {x ↓ ȳ, x̄ |y, x → y};
ç) {x ∨ y, (x ↔ y)z, x ↓ (yz)}.
6.4.3. Óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó êëàññàìè Ïîñòà ôóíêöèé, ñîõðàíÿþ-
ùèõ íóëü, ñîõðàíÿþùèõ åäèíèöó è ìîíîòîííûìè.

Îòâåòû
Íå ñòðåëÿéòå â ïèàíèñòà, îí
èãðàåò, êàê óìååò.

Ôîëüêëîð

Ê ãëàâå 1

1.1

1.1.1 a) {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}; á) {−1, 0, 1, 2}; â) {−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}; ã) {0, 1, 2};
ä) {3, 4, 5, 6, 7}; å) {−1}. 1.1.2 a) {−1, 1, 2, 3}; á) {−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1};
â) {−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}; ã) {1, 1}; ä) {2, 3}; å) {−5,−4,−3,−2, 0}.
1.1.3 à) [−2, 6); á) [0, 4); â) [−2, 0); ã) [4, 6). 1.1.4 à) [−3, 5); á) (−1, 2];
â) [−3,−1] ∪ (2, 5); ã) ∅. 1.1.5 à) ∅; á) {1}. 1.1.6 à) R; á) (−2, 2).
1.1.9 à)

{
(1, a), (1, b), (1, {a, b}), (2, a), (2, b), (2, {a, b}), ({2}, a), ({2}, b), ({2}, {a, b})};

á)
{(
∅,∅

)
,
(
∅, {∅}), (∅,

{{∅}})
,
({∅},∅)

,
({∅}, {∅}), ({∅}, {{∅}})

,
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({
∅, {∅}},∅

)
,
({
∅, {∅}}, {∅}), ({∅, {∅}},

{{∅}})}
.

1.1.10 à) äà; á) íåò; â) äà; ã) íåò; ä) äà.

1.2

1.2.1 (0, 0, 0), (0, 1, 1), (0, 2, 2), (0, 3, 3), (0, 4, 4), (1, 0, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 3), (1, 3, 4),
(2, 0, 2), (2, 1, 3), (2, 2, 4), (3, 0, 3), (3, 1, 4), (4, 0, 4).
1.2.2.

-

6

r

r
r

r
1 2 3

1
2
3

r

r

r

r

r

r

r-

HHHHHj©©©©©*

­
­

­
­

­
­
­Á

3

2

1

0

2

1

0

P � ôóíêöèÿ, P−1 � íå ôóíêöèÿ.
1.2.3 à) íåò. á) äà, ρf = R; â) íåò; ã) äà, ρf = (1,∞); ä) äà, ρf = R.
1.2.4 Êàæäûé ñòóäåíò ïîëüçóåòñÿ óñëóãàìè â òî÷íîñòè îäíîãî îïåðàòîðà.
1.2.5 Íå èíúåêòèâíà è íå ñþðúåêòèâíà.
1.2.6 a) íå èíúåêòèâíî, íå ñþðúåêòèâíî; á) íå èíúåêòèâíî, ñþðúåêòèâíî; â) áè-
åêòèâíî, ϕ−1(y) = ey − 3; ã) èíúåêòèâíî, íå ñþðúåêòèâíî; ä) íå èíúåêòèâíî, íå
ñþðúåêòèâíî; å) áèåêòèâíî, ϕ−1(y) = −√y; æ) íå èíúåêòèâíî, ñþðúåêòèâíî; ç) íå
èíúåêòèâíî, ñþðúåêòèâíî; è) áèåêòèâíî, ϕ−1(y) =

1

y
.

1.2.7 a) A = (−∞,−4) ∪ (−4,∞); á) B = (−∞, 2) ∪ (2,∞); ã) f−1 =
4y + 3

2− y
.

1.2.8 à) (f ◦ g)(x) = sin((ex2
+ x)2 + 3), (g ◦ f)(x) = esin2(x2+3) + sin(x2 + 3);

á) (f ◦ g)(x) = ln(x4 + 7x2 + 14), (g ◦ f)(x) =
√

ln2(x4 + x2 + 1) + 3;
â) (f ◦ g ◦ ϕ)(x) = earctg e|x| ; ã) (f ◦ g ◦ f)(x) = ln(| ln5(|x|+ 1)|+ 1).
1.2.9 a) P ◦Q = {(2k + 1, l) | k, l ∈ N} ∪ {(2m, 2n) |m,n ∈ N},
Q ◦ P = {(2k, l) | k, l ∈ N} ∪ {(2m + 1, 2n + 1) |m, n ∈ N}; á) P ◦Q = Q ◦ P = P ;
â) P ◦Q = {(m,n) |m,n ∈ N,m− n äåëèòñÿ íà 3},
Q ◦ P = {(2m,n) |m,n ∈ N,m + n äåëèòñÿ íà 3};
ã) P ◦Q = {(z, t) | z, t ∈ (0,∞), èëè
z ∈ (−∞, 0], t > 2− z − 2

√
1− z},

Q ◦ P = {(z, t) | z ∈ [1, 2], t ∈ (−∞,−√2z − z2) ∪ (
√

2z − z2,∞), èëè z ∈ (2,∞), t ∈
R}.

1.3

1.3.1 à) [P ] =




1 0 0 0
1 0 0 1
1 1 1 1
0 0 0 1


, [P−1] =




1 1 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 1 1 1


 ;

íå ðåôëåêñèâíî, íå ñèììåòðè÷íî, àíòèñèììåòðè÷íî, òðàíçèòèâíî.

á) [P ] =




1 0 1 1
0 1 0 0
1 0 1 1
1 0 1 1


, [P−1] =




1 0 1 1
0 1 0 0
1 0 1 1
1 0 1 1


;

ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, íå àíòèñèììåòðè÷íî, òðàíçèòèâíî.
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â) [P ] =




1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1


, [P−1] =




1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1


;

ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, íå àíòèñèììåòðè÷íî, òðàíçèòèâíî.

ã) [P ] =




0 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 0
1 0 0 1


, [P−1] =




0 0 0 1
0 1 0 0
1 1 1 0
0 0 0 1


;

íå ðåôëåêñèâíî, íå ñèììåòðè÷íî, àíòèñèììåòðè÷íî, òðàíçèòèâíî.
1.3.2 à) δP = ρP = R, íå ðåôëåêñèâíî, íå ñèììåòðè÷íî, àíòèñèììåòðè÷íî, òðàíçè-
òèâíî; á) δP = ρP = R, íå ðåôëåêñèâíî, íå ñèììåòðè÷íî, íå àíòèñèììåòðè÷íî, íå
òðàíçèòèâíî; â) δP = ρP = N, íå ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, íå àíòèñèììåòðè÷íî,
íå òðàíçèòèâíî; ã) δP = ρP = N, ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, íå àíòèñèììåòðè÷íî,
òðàíçèòèâíî; ä) δP = ρP = N, íå ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, íå àíòèñèììåòðè÷íî,
íå òðàíçèòèâíî; å) δP = R, ρP = R∗ íå ðåôëåêñèâíî, íå ñèììåòðè÷íî, àíòèñèììåò-
ðè÷íî, òðàíçèòèâíî; æ) δP = ρP = N, ðåôëåêñèâíî, íå ñèììåòðè÷íî, àíòèñèììåò-
ðè÷íî, òðàíçèòèâíî; ç) δP = ρP = Z, ðåôëåêñèâíî, íå ñèììåòðè÷íî, íå àíòèñèììåò-
ðè÷íî, òðàíçèòèâíî; è) δP = R, ρP = (−2,∞), íå ðåôëåêñèâíî, íå ñèììåòðè÷íî, íå
àíòèñèììåòðè÷íî, íå òðàíçèòèâíî.
1.3.3 à) A = N, P = {(m, n) |m ÷åòíî,m = n}; á) A = R, P = {(x, y) |x, y ∈ R\{0}};
â) ñì. à); ã) A = N, P = {(m, n) |m + n + 1 íå äåëèòñÿ íà 4}.
1.3.4 à) íåò; á) äà (ïîëîâèíà ñòóäåíòîâ ïîëó÷èëà �4� ïî ïðåäìåòó X è �5� ïî
ïðåäìåòó Y, à îñòàëüíûå ñòóäåíòû � íàîáîðîò); â) äà (êàæäûé ñòóäåíò ïîëó÷èë
îäèíàêîâûå îöåíêè ïî âñåì ïðåäìåòàì); ã) äà (ñì. ï. â)).

1.4

1.4.1 à) äà, êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîèò èç ÷èñåë âèäà n+α, ãäå n ∈ Z,
ïðîèçâîëüíîå α ∈ [0, 1) � ôèêñèðîâàííîå; á) äà, êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
ñîñòîèò èç ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ëåæàùèõ íà
îêðóæíîñòè ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò; â) äà, êàæ-
äûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîèò èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ôèêñèðîâàííîé ìíè-
ìîé ÷àñòüþ; ã) äà, êàæäàÿ ïðÿìàÿ çàäàåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèé èç
âñåõ ïàðàëëåëüíûõ åé ïðÿìûõ; ä) íåò. 1.4.2 à) íå ïðåäïîðÿäîê; á) ïðåäïîðÿäîê, íî
íå ïîðÿäîê; â) íå ïðåäïîðÿäîê; ã) ïîðÿäîê ÷àñòè÷íûé, íî íå ëèíåéíûé; ä) ïîðÿäîê
ëèíåéíûé, íî íå ïîëíûé; å) ïîëíûé ïîðÿäîê. 1.4.3 |A| = 1.
1.4.4 P = {(a, a) | a ∈ A}.
1.4.6. à)

´
´

´́
Q

Q
QQ

A
AA

£
£
£
£
£
£
££

A
AA

¤
¤
¤
¤
¤

C
C
C
C
C

¤
¤
¤
¤
¤

Q
Q

QQ

¤
¤
¤
¤
¤

s

s s s

s

s s s s s

1

2 3 5

4

8 6 9 7 10

á)

HHHHH

©©©©©A
A

A
A

A

¡
¡

¡
¡

¡

´
´

´
´

´
´

´́

¡
¡¡

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQ

@
@

@
@

@

A
A

A
A

A

s

s s

s

s s s s

1

2 3

4

5 8 6 7

â)

@
@

@
@

@

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

s

s

s

s

s

s

s

s

s

(1,1)

(1,2)

(1,3)

(2,1)

(2,2)

(2,3)

(3,1)

(3,2)

(3,3)



110 Îòâåòû

ã)

HHHHH

©©©©©©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHH©
©©©©

HHHHH

((((((((
hhhhhhhh

s
s

s
s

s

s

s

s

s

(1,1)

(1,2)
(1,3) (3,1)

(2,1)

(2,2)

(2,3)

(3,2)

(3,3)
1.4.7 íåò

¡
¡

¡
¡

¡

@
@

@
@

@

s s

s

s s

1.5
1.5.1 à) äà, èçîìîðôèçì ϕ îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì: ϕ(1) = e, ϕ(2) = d,
ϕ(3) = a, ϕ(4) = c, ϕ(5) = b; á) íåò.
1.5.2 à) äà, èçîìîðôèçì ϕ îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì: ϕ((m, n)) = (m+1, n+1);
á) íåò.
1.5.3 à) äà, ϕ(2n) = 3n; á) äà, ϕ(α) = tg

(
α− π

2

)
; â) äà, ϕ(x) = ln x; ã) íåò; ä) íåò.

1.6
1.6.10 Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â èíäóêöèîííîì ïåðåõîäå, íåâåðíû ïðè k = 1.

1.7
1.7.7 à) äà, á) äà, â) äà, ã) äà.

Ê ãëàâå 2
2.1

2.1.1 Äà. 2.1.2 Íåò. 2.1.3 Íåò. 2.1.4 Íåò. 2.1.5 Íåò. 2.1.6 Íåò. 2.1.7 Äà.
2.1.8 Íåò. 2.1.9 Íåò. 2.1.10 Äà. 2.1.11 Íåò. 2.1.12 Íåò. 2.1.13 Íåò. 2.1.14 Íåò.
2.1.15 Äà. 2.1.16 Íåò. 2.1.17 Äà. 2.1.18 Äà. 2.1.19 Íåò. 2.1.20 Íåò.
2.1.21 Äà. 2.1.22 Íåò. 2.1.23 Íåò. 2.1.24 Äà. 2.1.25 Íåò. 2.1.26 Äà.
2.1.27 Íåò. 2.1.28 Äà. 2.1.29 Íåò. 2.1.30 à) ìîíîèä; á) ìîíîèä; â) ãðóïïà;
ã) ìîíîèä; ä) ìîíîèä; å) ãðóïïà; æ) ãðóïïà; ç) ãðóïïîèä; è) ïîëóãðóïïà.

2.2
2.2.2 à) ∗ e a a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

e e a a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

a a a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 e
a2 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 e a
a3 a3 a4 a5 a6 a7 a8 e a a2 ;
a4 a4 a5 a6 a7 a8 e a a2 a3

a5 a5 a6 a7 a8 e a a2 a3 a4

a6 a6 a7 a8 e a a2 a3 a4 a5

a7 a7 a8 e a a2 a3 a4 a5 a6
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á) ∗ 1 5 7 11 13 17 19 23 25 29 31 35
1 1 5 7 11 13 17 19 23 25 29 31 35
5 5 25 35 19 29 13 23 7 17 1 11 31
7 7 35 13 5 19 11 25 17 31 23 1 29

11 11 19 5 13 35 7 29 1 23 31 17 25
13 13 29 19 35 25 5 31 11 1 17 7 23
17 17 13 11 7 5 1 35 31 29 25 23 19 ;
19 19 23 25 29 31 35 1 5 7 11 13 17
23 23 7 17 1 11 31 5 25 35 19 29 13
25 25 17 31 23 1 29 7 35 13 5 19 11
29 29 1 23 31 17 25 11 19 5 13 35 7
31 31 11 1 17 7 23 13 29 19 35 25 5
35 35 31 29 25 23 19 17 13 11 7 5 1

â) ∗ 1 −1 i −i j −j k −k
1 1 −1 i −i j −j k −k

−1 −1 1 −i i −j j −k k
i i −i −1 1 k −k −j j

−i −i i 1 −1 −k k j −j ;
j j −j −k k −1 1 i −i

−j −j j k −k 1 −1 −i i
k k −k j −j −i i −1 1

−k −k k −j j i −i 1 −1

ã)
+ (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2)

(0, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2)
(0, 1) (0, 1) (0, 2) (0, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 0)
(0, 2) (0, 2) (0, 0) (0, 1) (1, 2) (1, 0) (1, 1) ,
(1, 0) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2)
(1, 1) (1, 1) (1, 2) (1, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 0)
(1, 2) (1, 2) (1, 0) (1, 1) (0, 2) (0, 0) (0, 1)

ãäå (a, b) îáîçíà÷àåò
(

a 0
0 b

)
.

2.2.3 à) 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

ãðóïïà; á) 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 1 3 5
3 3 6 2 5 1 4
4 4 1 5 2 6 3
5 5 4 1 6 4 2
6 6 5 4 3 2 1

ãðóïïà;
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â) a+
+ a−+ a+

− a−− b+
+ b−+ b+

− b−−
a+

+ a+
+ a−+ a+

− a−− b+
+ b−+ b+

− b−−
a−+ a−+ a+

+ a−− a+
− b−+ b+

+ b−− b+
−

a+
− a+

− a−− a+
+ a−+ b+

− b+
− b+

+ b−+
a−− a−− a+

− a−+ a+
+ b−− b+

− b−+ b+
+

b+
+ b+

+ b+
− b−+ b−− a+

+ a+
− a−+ a−−

b−+ b−+ b−− b+
+ b−+ a−+ a−− a+

+ a+
−

b+
− b+

− b+
+ b−− b+

− a+
− a+

+ a−− a−+
b−− b−− b−+ b+

− b+
+ a−− a−+ a+

− a+
+

,

ãäå a∗◦ =

( ∗1 0
0 ◦1

)
, b∗◦ =

(
0 ∗1
◦1 0

)
, ãðóïïà;

ã) e σ+ σ− τu τr τl

e e σ+ σ− τu τr τl

σ+ σ+ σ− e τr τl τu

σ− σ− e σ+ τl τu τr

τu τu τl τr e σ− σ+

τr τr τu τl σ+ e σ−
τl τl τr τu σ− σ+ e

,

ãäå e � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, σ± � ïîâîðîò íà óãîë 2π

3
ñîîòâåòñòâåííî

â ïîëîæèòåëüíîì èëè îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, τu � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî
âåðòèêàëüíîé îñè ñèììåòðèè, τr � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ïðàâóþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà, à τl � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè
ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ëåâóþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà, ãðóïïà;
ä) ◦ e σ1 σ2 σ3 τv τh τi τd

e e σ1 σ2 σ3 τv τh τi τd

σ1 σ1 σ2 σ3 e τd τi τv τh

σ2 σ2 σ3 e σ1 τh τv τd τi

σ3 σ3 e σ1 σ2 τi τd τh τv ,

τv τv τi τh τd e σ2 σ1 σ3

τh τh τd τv τi σ2 e σ3 σ1

τi τi τh τd τv σ3 σ1 e σ2

τd τd τv τi τh σ1 σ3 σ2 e

ãäå e � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, σm � ïîâîðîò íà óãîë mπ

2
ïî ÷àñîâîé ñòðåë-

êå, τv � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè ñèììåòðèè, τh � ñèììåòðèÿ
îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè ñèììåòðèè, τi � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè
ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äèàãîíàëü, èäóùóþ èç ëåâîé íèæíåé âåðøèíû, τd �
ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äèàãîíàëü, èäóùóþ èç
ïðàâîé íèæíåé âåðøèíû.
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2.2.4 ∗ (123) (132) (213) (231) (312) (321)
(123) (123) (132) (213) (231) (312) (321)
(132) (132) (123) (231) (213) (321) (312)
(213) (213) (312) (123) (321) (132) (231)
(231) (231) (321) (132) (312) (123) (213)
(312) (312) (213) (321) (123) (231) (132)
(321) (321) (231) (312) (132) (213) (123)

ãäå (ijk)� ýòî ìàòðèöà, â êîòîðîé åäèíèöû ñòîÿò íà ïîçèöèÿõ (1, i), (2, j) è (3, k).
2.2.5 à)

⊕ 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 1 2 3 4 5 6 7
1 1 2 3 4 5 6 7 0
2 2 3 4 5 6 7 0 1
3 3 4 5 6 7 0 1 2
4 4 5 6 7 0 1 2 3
5 5 6 7 0 1 2 3 4
6 6 7 0 1 2 3 4 5
7 7 0 1 2 3 4 5 6

,

∗ 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7
2 0 2 4 6 0 2 4 6
3 0 3 6 1 4 7 2 5
4 0 4 0 4 0 4 0 4
5 0 5 2 7 4 1 6 3
6 0 6 4 2 0 6 4 2
7 0 7 6 5 4 3 2 1

;

á)

⊕ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1
3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2
4 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3
5 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4
6 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5
7 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6
8 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7
9 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8

10 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
11 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

,

∗ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
3 0 3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9
4 0 4 8 0 4 8 0 4 8 0 4 8
5 0 5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7
6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6
7 0 7 2 9 4 11 6 1 8 3 10 5
8 0 8 4 0 8 4 0 8 4 0 8 4
9 0 9 6 3 0 9 6 3 0 9 6 3

10 0 10 8 6 4 2 0 10 8 6 4 2
11 0 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

;
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â)
⊕ 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0
4 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2
6 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4
8 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6

10 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8
12 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10
14 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12
16 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14
18 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16

,

∗ 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
4 0 8 16 4 12 0 8 16 4 12
6 0 12 4 16 8 0 12 4 16 8
8 0 16 12 8 4 0 16 12 8 4

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12 0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
14 0 8 16 4 12 0 8 16 4 12
16 0 12 4 16 8 0 12 4 16 8
18 0 16 12 8 4 0 16 12 8 4

;

ã)
⊕ (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)

(0, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(0, 1) (0, 1) (0, 2) (0, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 0)
(0, 2) (0, 2) (0, 0) (0, 1) (1, 2) (1, 0) (1, 1) (2, 2) (2, 0) (2, 1)
(1, 0) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2)
(1, 1) (1, 1) (1, 2) (1, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 0)
(1, 2) (1, 2) (1, 0) (1, 1) (2, 2) (2, 0) (2, 1) (0, 2) (0, 0) (0, 1)
(2, 0) (2, 0) (2, 1) (2, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2)
(2, 1) (2, 1) (2, 2) (2, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 0)
(2, 2) (2, 2) (2, 0) (2, 1) (0, 2) (0, 0) (0, 1) (1, 2) (1, 0) (1, 1)

,

∗ (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
(0, 1) (0, 0) (2, 0) (1, 0) (0, 1) (2, 1) (1, 1) (0, 2) (2, 1) (1, 2)
(0, 2) (0, 0) (1, 0) (2, 0) (0, 2) (1, 2) (2, 2) (0, 1) (1, 1) (2, 1)
(1, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(1, 1) (0, 0) (2, 1) (1, 2) (1, 1) (0, 2) (2, 0) (2, 2) (1, 0) (0, 1)
(1, 2) (0, 0) (1, 1) (2, 2) (1, 2) (2, 0) (0, 1) (2, 1) (0, 2) (1, 0)
(2, 0) (0, 0) (0, 2) (0, 1) (2, 0) (2, 2) (2, 1) (1, 0) (1, 2) (1, 1)
(2, 1) (0, 0) (2, 1) (1, 1) (2, 1) (1, 0) (0, 2) (1, 2) (0, 1) (2, 0)
(2, 2) (0, 0) (1, 2) (2, 1) (2, 2) (0, 1) (1, 0) (1, 1) (2, 0) (0, 2)

,
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ãäå (a, b) îáîçíà÷àåò a + b
√

2;
ä)

⊕ (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(0, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(0, 1) (0, 1) (0, 2) (0, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 0)
(0, 2) (0, 2) (0, 0) (0, 1) (1, 2) (1, 0) (1, 1) (2, 2) (2, 0) (2, 1)
(1, 0) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2)
(1, 1) (1, 1) (1, 2) (1, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 0)
(1, 2) (1, 2) (1, 0) (1, 1) (2, 2) (2, 0) (2, 1) (0, 2) (0, 0) (0, 1)
(2, 0) (2, 0) (2, 1) (2, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2)
(2, 1) (2, 1) (2, 2) (2, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 0)
(2, 2) (2, 2) (2, 0) (2, 1) (0, 2) (0, 0) (0, 1) (1, 2) (1, 0) (1, 1)

,

∗ (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
(0, 1) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 1) (0, 1) (0, 2) (0, 2) (0, 2)
(0, 2) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 2) (0, 2) (0, 2) (0, 1) (0, 1) (0, 1)
(1, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(1, 1) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 1) (1, 2) (1, 0) (2, 2) (2, 0) (2, 1)
(1, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 2) (1, 0) (1, 1) (2, 1) (2, 2) (2, 0)
(2, 0) (0, 0) (0, 2) (0, 1) (2, 0) (2, 2) (2, 1) (1, 0) (1, 2) (1, 1)
(2, 1) (0, 0) (0, 1) (0, 1) (2, 1) (2, 0) (2, 2) (1, 2) (1, 1) (1, 0)
(2, 2) (0, 0) (0, 2) (0, 1) (2, 2) (2, 1) (2, 0) (1, 1) (1, 0) (1, 2)

,

ãäå (a, b) îáîçíà÷àåò a + b
√

3;

å)
⊕ (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)

(0, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(0, 1) (0, 1) (0, 2) (0, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 0)
(0, 2) (0, 2) (0, 0) (0, 1) (1, 2) (1, 0) (1, 1) (2, 2) (2, 0) (2, 1)
(1, 0) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2)
(1, 1) (1, 1) (1, 2) (1, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 0)
(1, 2) (1, 2) (1, 0) (1, 1) (2, 2) (2, 0) (2, 1) (0, 2) (0, 0) (0, 1)
(2, 0) (2, 0) (2, 1) (2, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2)
(2, 1) (2, 1) (2, 2) (2, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 0)
(2, 2) (2, 2) (2, 0) (2, 1) (0, 2) (0, 0) (0, 1) (1, 2) (1, 0) (1, 1)

,

∗ (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
(0, 1) (0, 0) (2, 0) (1, 0) (0, 1) (2, 1) (1, 1) (0, 2) (2, 2) (1, 2)
(0, 2) (0, 0) (1, 0) (2, 0) (0, 2) (1, 2) (2, 2) (0, 1) (1, 1) (2, 1)
(1, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(1, 1) (0, 0) (2, 1) (1, 2) (1, 1) (1, 0) (1, 2) (2, 2) (1, 0) (0, 1)
(1, 2) (0, 0) (1, 1) (2, 2) (1, 2) (2, 0) (0, 1) (2, 1) (0, 2) (1, 0)
(2, 0) (0, 0) (0, 2) (0, 1) (2, 0) (2, 2) (2, 1) (1, 0) (1, 2) (1, 1)
(2, 1) (0, 0) (0, 2) (0, 2) (2, 1) (1, 0) (0, 2) (1, 2) (0, 1) (2, 0)
(2, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (2, 2) (0, 1) (1, 0) (1, 1) (2, 0) (0, 2)

,

ãäå (a, b) îáîçíà÷àåò a + bi;
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æ)
⊕ (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)

(0, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(0, 1) (0, 1) (0, 2) (0, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 0)
(0, 2) (0, 2) (0, 0) (0, 1) (1, 2) (1, 0) (1, 1) (2, 2) (2, 0) (2, 1)
(1, 0) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2)
(1, 1) (1, 1) (1, 2) (1, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 0)
(1, 2) (1, 2) (1, 0) (1, 1) (2, 2) (2, 0) (2, 1) (0, 2) (0, 0) (0, 1)
(2, 0) (2, 0) (2, 1) (2, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2)
(2, 1) (2, 1) (2, 2) (2, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 0)
(2, 2) (2, 2) (2, 0) (2, 1) (0, 2) (0, 0) (0, 1) (1, 2) (1, 0) (1, 1)

,

∗ (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
(0, 1) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
(0, 2) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
(1, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(1, 1) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(1, 2) (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)
(2, 0) (0, 0) (0, 2) (0, 1) (2, 0) (2, 2) (2, 1) (1, 0) (1, 2) (1, 1)
(2, 1) (0, 0) (0, 2) (0, 1) (2, 0) (2, 2) (2, 1) (1, 0) (1, 2) (1, 1)
(2, 2) (0, 0) (0, 2) (0, 1) (2, 0) (2, 2) (2, 1) (1, 0) (1, 2) (1, 1)

,

ãäå (a, b) îáîçíà÷àåò ìàòðèöó
(

a b
0 0

)
.

2.3
2.3.1 à) äà; á) äà; â) íåò; ã) äà; ä) äà; å) äà; æ) äà; ç) äà.

2.4
2.4.1 à) {e}, {e, a3, a6}, C9; á) {1}, {1, 17}, {1, 19}, {1, 35}, {1, 13, 25}, {1, 17, 19, 35},
{1, 5, 13, 17, 25, 29}, {1, 7, 13, 19, 25, 31}, {1, 11, 13, 23, 25, 35}, Z∗36; â) {1}, {±1},
{±1,±i}, {±1,±j}, {±1,±k}, H;
ã)

{(
0 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
0 0
0 2

)}
, âñÿ ãðóïïà.

2.4.2 à) A(X) = Z; á) A(X) =
{m

5n
|m ∈ Z, n ∈ N

}
; â) A(X) = {(n+2m, 0, n) |n,m ∈

N}; ã) A(X) = {(n, 2m,n) |n,m ∈ Z}; ä) A(X) = {2 1
2m |m ∈ N} ∪ {3 1

2m |m ∈ N};
å) A(X) = {5 m

2n |m ∈ N\{0}, n ∈ N}; æ) A(X) = {±ı,±,±k}; ç) A(X) =
{3, 4} ∪ {n |n ∈ N, n > 6}; è) A(X) = {4n |n ∈ Z}.

Ê ãëàâå 3
3.1.2 à) íåò; á) íåò; â) äà; ã) íåò; ä) íåò; å) íåò; æ) äà; ç) íåò; è) äà.
3.1.3 à) íåò; á) íåò; â) íåò; ã) äà; ä) íåò; å) äà.
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Ê ãëàâå 4

4.1

4.1.1 à) 48810; á) 35610; â) 258710; ã) 57510; ä) 389710. 4.1.2 à) 22202213 = 320115 =
41238 = 85316; á) 210121013 = 1314435 = 122008 = 148016. 4.1.3 a) 19,7210; á)
21,56810; â) 26,312510; ã) 35,812510. 4.1.4 à) 140,325; á) 112,2435; â) 76,748; ã) 71,368;
ä) 10111,0(1001)2. 4.1.5 à) 0011 0111 1001 0010; á) 0101 0100 1000 0110 0011.

4.2
4.2.2 à) (132, 305) = 61; [132, 305] = 610; á) (124, 48) = 4; [124, 48] = 1488;
â) (852, 483) = 3; [852, 483] = 45724; ã) (588, 861) = 21; [588, 861] = 24108.
4.2.4 à) (45, 189, 175) = 1; [45, 189, 175] = 1575; á) (360, 500, 675) = 5;
[360, 500, 675] = 27000. 4.2.9 à) äà; á) íåò; â) äà. 4.2.10 á) íåò.

4.3
4.3.1 à) x = −7 − 82n, y = 3 + 35n, n ∈ Z; á) x = −17 − 65n, y = 11 + 42n,
n ∈ Z; â) x = −21 − 37n, y = 16 + 28n, n ∈ Z; ã) x = −9 − 74n, y = 7 + 57n,
n ∈ Z; ä) x = −21 − 31n, y = 15 + 22n, n ∈ Z; å) íåò ðåøåíèé; æ) íåò ðåøåíèé;
ç) x = −5 − 9n, y = 3 + 5n, n ∈ Z. 4.3.2 à) x ≡ 21(mod 82); á) x ≡ 9(mod 24);
â) x ≡ 6(mod 45); ã) x ≡ 40(mod 64); ä) x ≡ 3, 16, 29, 42, 55, 68, 81(mod 91); å) x ≡
1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34(mod 36); æ) íåò ðåøåíèé; ç) íåò ðåøåíèé.
4.3.3 a) x ≡ 173(mod 315); á) x ≡ 178(mod 231); â) x ≡ 97(mod 1155); ã) x ≡
2541(mod 3003); ä) x ≡ 353(mod 1001); å) x ≡ 407(mod 600);

4.4
4.4.1 Ïîäñêàçêè: à) a + b ≡ [8, 3, 3, 10](mod β); á) a + b ≡ [4, 3, 1, 2](mod β); â)
a + b ≡ [7, 4, 3, 9](mod β); ã) a− b ≡ [4, 3, 1, 2](mod β); ä) a− b ≡ [3, 1, 5, 3](mod β);
å) a − b ≡ [4, 7, 5, 3](mod β); æ) 2a + 4b ≡ [8, 6, 3, 2](mod β); ç) 3a − 5b ≡
[7, 6, 4, 3](mod β); è) 6a− 2b ≡ [4, 6, 5, 10](mod β); ê) 3a + 5b ≡ [4, 4, 5, 4](mod β);
4.4.2 à) [1, 4, 2, 1]; á) [2, 11, 4, 4]; â) [2, 3, 4, 4, 2]; ã) [3, 1, 10, 12]; ä) [3, 5, 6, 1].
4.4.3 à) [2, 9, 2, 1]; á) [1, 5, 4, 8]; â) [0, 3, 15, 0]; ã) [0, 14, 10, 1]; ä) [9, 2, 9, 1].
4.4.4 à) ïîëîæèòåëüíûé; á) ïîëîæèòåëüíûé; â) ïîëîæèòåëüíûé; ã) ïîëîæèòåëü-
íûé.

Ê ãëàâå 5

5.1

5.1.1 à)




1 1 0 0 0
1 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 0 1 1 0
0 0 1 0 0




,




1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 1 −1 1 −1
0 0 0 0 −1 1 −1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1




;
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âåðøèíû ïîñëåäîâàòåëè
1 1, 2
2 1, 3, 4
3 4, 5
4 3, 4
5 3

m = (1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5),
n = (1, 2, 1, 3, 4, 4, 5, 3, 4, 3);

á)




0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 1
0 0 1 1 0
0 0 1 1 1




,




1 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 1 0 1 0 1 −1 1 −1
0 −1 0 1 0 1 −1 1 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 1 1




âåðøèíû ïîñëåäîâàòåëè
1 2, 4
2 3
3 3, 4, 5
4 1, 3, 4
5 3, 4, 5

m = (1, 1, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5),
n = (2, 4, 3, 3, 4, 5, 1, 3, 4, 3, 4, 5);

â)




0 1 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0




,




1 -1 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 0 1 1 -1 0 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 1 -1 0 0
0 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1




âåðøèíû ïîñëåäîâàòåëè
1 2, 4
2 1, 2, 3, 4
3 2, 3, 5
4 1, 2, 5, 6
5 3
6 −

m = (1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5),
n = (2, 4, 1, 2, 3, 4, 2, 3, 5, 1, 2, 5, 6, 3).

5.1.2 à)




1 1 1 0 0
1 1 0 0 0
1 0 0 1 1
0 1 1 2 2
0 0 0 1 0




; á)




0 1 1 0 0 0
0 0 1 3 0 0
1 1 2 0 0 1
0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 2 0




5.1.3. à)
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5.1.4. à)
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5.2
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¢
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r
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d
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G1 + G2

- ¾ -r r r rd

- ¾ -r r r rd

- ¾ -r r r rd

6
?

d

6
?

d

6
?

d

6
?

d
(4,2)

(4,1)

(4,0)

(1,2)

(1,1)

(1,0)

(2,2)

(2,1)

(2,0)

(3,2)

(3,1)

(3,0)

G1 ×G2

5.3

5.3.3 à)


0 1 1 0 0
1 1 1 0 0
1 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0




Ìàòðèöà ñìåæíîñòè




2 1 2 1 0
2 2 3 1 0
1 1 2 1 1
0 0 1 0 0
1 0 1 1 0




Ìàòðèöà ìàðøðóòîâ
äëèíû 2




3 3 5 2 1
5 4 7 3 1
3 2 5 2 1
1 0 1 1 0
1 1 2 1 1




Ìàòðèöà ìàðøðóòîâ
äëèíû 3




8 6 12 5 2
11 9 17 7 3
7 5 11 5 2
1 1 2 1 1
3 2 5 2 1




Ìàòðèöà ìàðøðóòîâ
äëèíû 4




1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1




Ìàòðèöà êîìïîíåíò
ñèëüíîé ñâÿçíîñòè

á)


0 0 0 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
0 0 1 1 0
0 0 0 1 0




Ìàòðèöà ñìåæíîñòè



0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
1 0 1 2 0
1 1 1 1 1
0 0 1 1 0




Ìàòðèöà ìàðøðóòîâ
äëèíû 2




0 0 0 0 0
2 1 2 3 1
1 1 2 2 1
2 1 2 3 1
1 1 1 1 1




Ìàòðèöà ìàðøðóòîâ
äëèíû 3




0 0 0 0 0
3 2 4 5 2
3 2 3 4 2
3 2 4 5 2
2 1 2 3 1




Ìàòðèöà ìàðøðóòîâ
äëèíû 4




1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 1 1 1 1




Ìàòðèöà êîìïîíåíò
ñèëüíîé ñâÿçíîñòè

â)


0 0 0 1 0
1 1 1 1 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 0 0 1 0




Ìàòðèöà ñìåæíîñòè




0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
1 0 1 2 0
1 1 1 1 1
0 0 1 1 0




Ìàòðèöà ìàðøðóòîâ
äëèíû 2
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


0 0 0 0 0
2 1 2 3 1
1 1 2 2 1
2 1 2 3 1
1 1 1 1 1




Ìàòðèöà ìàðøðóòîâ
äëèíû 3




0 0 0 0 0
3 2 4 5 2
3 2 3 4 2
3 2 4 5 2
2 1 2 3 1




Ìàòðèöà ìàðøðóòîâ
äëèíû 4




1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 1 1 1 1




Ìàòðèöà êîìïîíåíò
ñèëüíîé ñâÿçíîñòè

5.4

5.4.3 à)




1 0 0 1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 1 1 0


;

á)




1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1


;

â)




1 0 0 1 1 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 1 1 1


; ã)

(
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0 1 0 0

)
;

5.4.4 à)




0 0 0 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0 0 1



;

á)




0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



;

â)




1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1



;

ã)




0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1



.
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5.5
5.5.3 à) e(1) = 4, e(2) = 3, e(3) = 4, e(4) = 3, e(5) = 2, e(6) = 3, e(7) = 3,
e(8) = 3, r(G) = 2, d(G) = 4; íå ýéëåðîâ, ìíîæåñòâî ïîêðûâàþùèõ öåïåé:
{1, 4, 5, 6, 3, 2, 5, 8, 2; 4, 7, 8}; á) e(1) = 4, e(2) = 3, e(3) = 4, e(4) = 3, e(5) = 2,
e(6) = 3, e(7) = 4, e(8) = 3, r(G) = 2, d(G) = 4; ýéëåðîâ, ìíîæåñòâî ïîêðûâàþùèõ
öåïåé: {1, 2, 5, 4, 3, 8, 4, 7, 8, 5, 6, 1}; â) e(1) = 3, e(2) = 3, e(3) = 3, e(4) = 3, e(5) = 3,
e(6) = 3, e(7) = 3, e(8) = 3, r(G) = 2, d(G) = 3; íå ýéëåðîâ, ìíîæåñòâî ïîêðûâà-
þùèõ öåïåé: {1, 6, 7, 5, 2, 4, 8, 1, 3, 7; 4, 6}; ã) e(1) = 4, e(2) = 4, e(3) = 4, e(4) = 3,
e(5) = 3, e(6) = 3, e(7) = 4, e(8) = 3, r(G) = 3, d(G) = 4; íå ýéëåðîâ, ìíîæåñòâî
ïîêðûâàþùèõ öåïåé: {2, 6, 1, 4, 5, 8, 7, 3, 9, 5, 6}. 5.5.4 à) 2; á) 2. 5.5.5 1; 2.
5.5.6 à) íåò; á) äà; â) íåò; ã) íåò. 5.5.7 n = 1.

Ê ãëàâå 6

6.1

6.1.1 Îáîçíà÷èì ôîðìóëó èç óñëîâèÿ çàäà÷è ÷åðåç ϕ.
à) x y ϕ

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

;

á) x y ϕ
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 0

;

â) x y ϕ
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

;

ã) x y z ϕ
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

;

ä) x y z ϕ
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

;

å) x y z ϕ
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

.

6.1.2 à) äà; á) íåò; â) íåò; ã) íåò. 6.1.3 à) íåò, A = {x ∈ R |x > 1}, B = {x ∈
R | x > 2}, C = {x ∈ R |x > 3};

á) äà; â) íåò, A = {z ∈ C
∣∣ |z| 6 1}, B = {z ∈ C

∣∣ |z| 6 2}, C = {z ∈ C
∣∣ |z| 6 3}; ã)

íåò, A = {n ∈ Z |n äåëèòñÿ íà 2}, B = {n ∈ Z |n äåëèòñÿ íà 3},
C = {n ∈ Z |n äåëèòñÿ íà 5}; ä) äà; å) äà.

6.2
6.2.1 à) x ∨ y ∨ z; á) x ∨ yz ∨ yz; â) xyz ∨ xy ∨ xz; ã) xy z ∨ xy ∨ xz; ä) x ∨ y;
å) xz ∨ yzx; æ) xyz. 6.2.2 à) x∨ y ∨ z; á) yz; â) x∨ y ∨ z; ã) (x∨ y)(x∨ z)(y ∨ z);
ä) (x∨ y ∨ z)(x∨ y ∨ z); å) (x∨ y)(y ∨ z). 6.2.3 à) xy ∨ xy ∨ x y, x∨ y; á) ÑÄÍÔ íå
ñóùåñòâóåò, (x∨ y)(x∨ y) (x∨ y)(x∨ y); â) xy∨xy∨x y, x∨ y; ã) xyz ∨xy z ∨xyz ∨
xyz∨x yz∨x y z, (x∨y∨z)(x∨y∨z); ä) xyz∨xyz∨xyz∨xy z∨xyz∨xyz∨x yz∨x y z,
ÑÊÍÔ íå ñóùåñòâóåò; å) xyz ∨ xyz ∨ xy z ∨ xyz ∨ x yz ∨ x y z, (x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z).
6.2.4 à) x yz; á) xyz ∨xyz ∨xyz ∨x y z; â) xyz ∨xyz ∨xy z ∨xyz ∨xyz ∨x yz ∨x y z;
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ã) xyz ∨ xyz ∨ xy z ∨ xyz ∨ x yz ∨ x y z. 6.2.5 à) (x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z);
á) (x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z);
â) (x∨ y∨ z)(x∨ y∨ z)(x∨ y∨ z)(x∨ y∨ z)(x∨ y∨ z); ã) (x∨ y∨ z)(x∨ y∨ z)(x∨ y∨ z)
(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z).

6.3
6.3.1 à) òóïèêîâàÿ è ìèíèìàëüíàÿ: x∨z; á) òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå: x z∨xz∨yz,
x z∨xz∨xy; â) òóïèêîâàÿ è ìèíèìàëüíàÿ: xyz∨yt∨xz; ã) òóïèêîâàÿ è ìèíèìàëüíàÿ
xy ∨ t. 6.3.2 à) ìèíèìàëüíàÿ è òóïèêîâàÿ: xz; á) ìèíèìàëüíûå è òóïèêîâûå:
(x ∨ z)(x ∨ y)(x ∨ z), (x ∨ z)(y ∨ z)(x ∨ z); â) ìèíèìàëüíàÿ è òóïèêîâàÿ:
(x ∨ y)(y ∨ t)(x ∨ z ∨ t); ã) (x ∨ z)(x ∨ z)(y ∨ t). 6.3.3 à) òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå:
xz ∨ x z ∨ y z, xz ∨ x z ∨ xy; á) òóïèêîâûå: x z ∨ yz ∨ xz ∨ yz, x y ∨ yz ∨ xy ∨ yz,
x y ∨ x z ∨ xy ∨ xz, x y ∨ x z ∨ xy ∨ yz, x y ∨ x z ∨ xz ∨ yz, òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå:
x z ∨ yz ∨ xy, x y ∨ yz ∨ xz; â) òóïèêîâàÿ è ìèíèìàëüíàÿ: xt∨ yt∨ x zt; ã) òóïèêîâàÿ
è ìèíèìàëüíàÿ: x y zt ∨ xt ∨ xz ∨ yz.
6.3.4 à) òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå: (x ∨ z)(x ∨ z)(x ∨ y), (x ∨ z)(x ∨ z)(y ∨ z);
á) òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå: (y∨z)(y∨z)(x∨y), (y∨z)(y∨z)(x∨z); â) òóïèêîâàÿ è
ìèíèìàëüíàÿ: (x∨t)(z∨t), ã) òóïèêîâàÿ è ìèíèìàëüíàÿ: (x∨z∨t)(x∨y∨z)(z∨t)(y∨z).
6.3.5 à) P (x, y) = xy; á) P (x, y) = x ∨ y.

6.4
6.4.1 à) xyz ⊕ xz ⊕ x⊕ 1; á) xyz ⊕ xy ⊕ xz ⊕ yz ⊕ x⊕ y; â) xy ⊕ yz ⊕ x⊕ y; ã) xz.
6.4.2 à) äà, äà; á) äà, äà; â) íåò; ã) äà, äà; ä) äà, íåò; å) íåò; æ) äà, íåò; ç) äà, íåò.
6.4.3 (P0 ∪ P1) ⊆M.
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