Дискретизация непрерывных изображений
Пусть xн(t1,t2) – непрерывное изображение, а x(i1,i2) –соответствующее ему дискретное, полученное путем прямоугольной дискретизации. Связь между ними определяется  x(i1,i2) = xн(i1(t1, i2(t2), где (t1, (t2 – интервалы дискретизации.

Основной вопрос дискретизации состоит в определении условий, при которых замена непрерывного изображения дискретным не сопровождается потерей информации. Потери отсутствуют если из дискретного сигнала можно полностью восстановить непрерывный путем двумерной интерполяции.

Проанализируем спектральные свойства непрерывного и дискретного изображений. Двумерный спектр непрерывного изображения определяется прямым преобразованием Фурье:
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Обратное преобразование:
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Для значений изображения в узлах решетки этот интеграл можно переписать
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Выделим в частотной области прямоугольный участок и обозначим его через S(k1,k2):
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При вычислении x(i1,i2) интегрирование по всей частотной области можно заменить на интегрирование по отдельным участкам и суммирование результатов:
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Выполним замену переменных (1 ( (1 - 
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Область интегрирования больше не зависит от k1,k2.
Легко заметить, что это выражение есть обратное преобразование Фурье для нормированных частот ((t:


[image: image9.wmf]{

}

å

å

ò

ò

+¥

-¥

=

+¥

-¥

=

p

p

-

p

p

-

D

W

D

W

D

W

+

D

W

D

p

+

D

W

D

p

+

D

W

D

D

p

=

1

2

2

2

1

1

2

2

2

1

1

1

2

2

2

2

1

1

1

1

2

1

2

2

1

)

(

exp

)

2

,

2

(

1

4

1

)

,

(

k

k

н

t

d

t

d

i

t

i

t

j

t

k

t

t

k

t

X

t

t

i

i

x


Выражение под интегралом является двумерным спектром дискретного изображения. Из этого выражения следует, что спектр является прямоугольно периодическим с периодами 2(/(t. Спектр дискретного изображения образуется в результате суммирования бесконечного количества спектров непрерывного изображения, отличающихся друг от друга частотными сдвигами. Сам результат суммирования существенно зависит от значений этих сдвигов, или, иными словами, от выбора интервалов дискретизации.
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Частотные спектры непрерывного и дискретного изображений

Для того чтобы соседние спектры не перекрывались, во-первых, ширина спектра изображения должна быть ограничена (финитный спектр Хн((1,(2)=0 при |(mгр|((/(tm), во-вторых, интервалы дискретизации должны быть достаточно малы:

(t1((/(1гр, 
(t2((/(2гр , или  2(/(t1 ( 2(1гр, 2(/(t2 ( 2(2гр ,                           
(1)
где (1гр, (2гр – граничные частоты спектра изображения. 
Это означает, что шаг дискретизации не должен превышать половины периода пространственной гармоники, соответствующей самым мелким деталям изображения. Или, эквивалентно, частота дискретизация должна хотя бы вдвое превышать наивысшую частоту спектра сигнала.
Если выражения (1) выполняются со знаками равенства, то изображение дискретизуется с найквистовской частотой, если больше или меньше, то изображение дискретизуется с избыточной или недостаточной частотой.
Критерий Найквиста или теорема Котельникова гласит:

Процесс с ограниченным спектром однозначно определяется своими выборочными значениями в точках, разделенных промежутками 1/(2В), где В- ширина спектра: спектр равен 0, при |(|>2(В.
В нашем случае В=1/(2(t), т.е. 1/(2В)=(t.
Идеальное интерполяционное восстановление непрерывного изображения из дискретного выполняется при помощи двумерного фильтра с прямоугольной частотной характеристикой (функция rect):
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Обратное преобразование Фурье от К() есть функция sinc:
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Это выражение есть двумерная импульсная характеристика восстанавливающего фильтра. Продукт фильтрации может быть определен при помощи двумерной свертки входного изображения и данной импульсной характеристики. Представим входное изображение в виде двумерной последовательности (-функций:
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После выполнения свертки x=xвх*h:
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Это двумерный вариант теоремы Котельникова.

Однако реальные изображения очень редко имеют спектры с ярко выраженными граничными частотами. Одна из причин, приводящих к неограниченности спектра – ограниченность размеров изображения. Из-за этого при суммировании в каждой из зон проявляется действие слагаемых из соседних зон. При этом точное восстановление непрерывного изображения становится принципиально невозможным. 
Условием точного восстановления изображения является использование всех отсчетов дискретного изображения, что также не всегда удобно. Часто требуется восстановить сигнал в локальной области, опираясь на небольшое количество значений. В таких случаях прибегают к приближенному восстановлению при помощи различных интерполирующих функций. В частности используются прямоугольная функция (интерполяция многочленом нулевого порядка), треугольная функция(свертка 2-х прямоугольных функций, обеспечивающая линейную интерполяцию первого порядка), колоколообразная (свертка 3-х прямоугольных функций), дальнейший процесс приводит к гауссовой функции.  [image: image16.png]



В идеальном случае фильтр должен выделять составляющие спектра нулевого порядка и подавлять все остальные. В неидеальном фильтре нулевая частота может ослабляться, а высокие гармоники подавляться не полностью. Неидеальность интерполяционных функций приводит к ухудшению резкости изображения, а также к появлению паразитных высокочастотных составляющих. 

При дискретизации с недостаточной частотой имеет место наложение спектров, при этом в восстановленное изображение вносятся ложные гармоники. Т.е. если восстанавливающий фильтр имеет полосу пропускания шире чем (1/2(t. В этом случае в восстановленный после дискретизации с шагом (t непрерывный сигнал попадают компоненты исходного сигнала из плюс-минус первого и более высоких порядков периодически продолженного спектра. Так что если в исходном сигнале была составляющая с частотой  
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, то в восстановленный сигнал попадет составляющая с частотой 
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 и между этими двумя составляющими возникают биения с частотой 2(f. Это явление называется муар-эффектом.
[image: image19.png]L]




[image: image20.png]



а- спектр исходного непрерывного сигнала, б – спектр непрерывного сигнала после растрирования, в – спектр восстановленного сигнала (пунктир – характеристика восстанавливающего фильтра)

Для уменьшения побочных эффектов перед дискретизацией можно пропустить изображение через фильтр низких частот, ослабляя высокие частоты. Однако это приводит к ухудшению резкости, приходится идти на компромисс.

Увеличение шага дискретизации приводит к потере четкости и расфокусировке изображения.

Дискретизацию можно выполнить, используя систему ортогональных функций. Коэффициенты разложения принимаются в качестве отсчетов. В этом смысле дискретизация с прямоугольным растром это один из вариантов применения ортогонального базиса, использующего сдвинутые (-функции.
Множество функций называется ортогональным, если 
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и ортонормальным, если 
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Если задан ортонормальный базис (mn(x,y), m,n=0,1,2… на области L плоскости xy, то некоторая функция f(x,y), интегрируемая в квадрате на L, может быть разложена в ряд


[image: image23.wmf]dxdy

y

x

y

x

f

a

y

x

a

y

x

f

mn

L

mn

m

n

mn

mn

)

,

(

*

)

,

(

,

)

,

(

)

,

(

0

0

j

=

j

=

òò

å

å

¥

=

¥

=

.
Например, при передаче изображения и на приемном и на передающем концах известно ортонормальное множество функций. Тогда достаточно передать только коэффициенты amn. Естественно, что будет передаваться только конечное число коэффициентов. Ортонормальные функции обычно упорядочиваются, так чтобы члены высокого порядка вносили мелкие детали в изображение, и ими можно было пренебречь (разумеется, с потерей резкости).
Если задаться целью минимизировать ошибку дискретизации, то приходим к задаче оптимальной дискретизации. Обычно  используется критерий минимальной среднеквадратической ошибки:  
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Для того чтобы найти оптимальный базис необходимо решить интегральное уравнение
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Ортонормальные функции, полученные таким методом, называются функциями Карунена-Лоэва.

Квантование изображений

Непрерывный динамический диапазон значений яркости делится на ряд дискретных уровней. Эта процедура называется квантованием. Квантователь преобразует непрерывную переменную x в дискретную xкв, принимающую значения {r1,...rL}, называемые уровнями квантования. Если яркость отсчета dj<x(dj+1, то xкв =rj, d – пороги квантования, динамический диапазон значений яркости ограничен и равен [d1,dL+1].

Задача квантователя – найти оптимальные значения порогов d и уровней r, отвечающих некоторому критерию оптимизации. Обычно используется критерий минимальной среднеквадратической ошибки:  
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Простейшее решение – разбить диапазон на одинаковые интервалы не является наилучшим, если большинство отсчетов сгруппированы в какой-то одной области (целесообразно квантовать в этой области чаще).

В предположении, что плотность вероятности w(x) исходной непрерывной яркости известна 
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dj=(rj+rj-1)/2, 
j=2(L,
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То есть пороги d должны располагаться посередине между двумя соседними уровнями r. Решение этих уравнений можно найти итеративным способом.
Квантователь, удовлетворяющий критерию минимальной среднеквадратической ошибки, называется квантователем Ллойда-Макса.

Чтобы избежать неравномерного квантования, которое не может быть выполнено с помощью стандартного АЦП, исходную яркость x подвергают нелинейному преобразованию так, чтобы плотность распределения стала равномерной. Затем проводят равномерное квантование и выполняют обратное нелинейное преобразование.
При относительно небольшом числе уровней квантования на изображении появляются ложные контуры. Они особенно заметны на пологих участках изменения яркости вследствие возникновения ее скачков. Для разрушения ложных контуров к яркости добавляют шум с равномерным распределением и небольшой дисперсией. Таким образом, одни отсчеты переводятся на уровень выше, другие на уровень ниже и ложные контуры разрушаются. Обычно используют шум на интервале [-(/2, (/2], где ( - средний шаг квантования.
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