ЛЕКЦИЯ 1
7.5. Некоторые классы функций, интегрируемые в элементарных функциях и специальные приемы интегрирования.

7.5.1. Класс рациональных функций.

Определение. Рациональной функцией R(x) называется функция, приводимая к несократимой дроби 
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 – многочлены степеней m и n соответственно;
n = 0 – целая рациональная функция (многочлен); 

n ( 0 – дробно-рациональная: 

    m ( n – неправильная дробь, 

    m < n – правильная дробь.

Теорема.    R(x) интегрируема в элементарных функциях (имеет элементарную первообразную).

Сведения из алгебры. 

Утверждение 1. Каждая неправильная рациональная дробь представима в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби:
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Утверждение 2. Каждая правильная рациональная дробь представима в виде суммы простейших правильных дробей 4-х видов:
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(k >1 – натуральное число).

Доказательство теоремы. Достаточно показать, что многочлен и простейшие дроби интегрируются в элементарных функциях. 
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(выделение полного квадрата и замена переменной)
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Получены элементарные функции.

Для последнего интеграла методом интегрирования по частям можно получить  «рекуррентную формулу»,  постепенно понижающую степень k: 
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Метод неопределенных коэффициентов (разложение правильной дроби):

· a) Знаменатель дроби раскладывается на множители вида 
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Одинаковые  множители обязательно объединяются  под общую степень. 

· б) Дробь заменяется следующей суммой простейших дробей: каждому множителю 
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знаменателя  соответствуют слагаемые
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а каждому множителю 
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знаменателя соответствуют слагаемые
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· в) Неопределенные коэффициенты находятся из условия:  сумма  =  исходной дроби.  В этом равенстве знаменатели одинаковые,  следовательно, коэффициенты должны обеспечить тождественное равенство числителей.
Замечание 2. Иногда дробь вида 3) удобнее интегрировать по-другому:
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[выделим в числителе дроби дифференциал ее знаменателя, чтобы использовать формулу 
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Далее – выделение полного квадрата и т.д.
Замечание 3. Приемы интегрирования дроби вида 3) могут использоваться при нахождении интегралов вида 
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 и в том случае, когда знаменатель имеет действительные различные корни, а также при нахождении интегралов вида 
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Примеры.
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II способ решения
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Должно быть:
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на всей числовой прямой (это непрерывные функции).

Можно приравнивать друг другу коэффициенты при одинаковых степенях переменной x,  так как различные степени линейно независимы. 
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система.

Можно приравнивать друг другу значения левой и правой частей равенства при одном и том же х.
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B = –1/3, C = 1/3.
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image65.wmf]22
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 7.5.2. Класс R(sin x, cos x)

(рациональная функция от sin x, cos x).
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Теорема.  R(sin x, cos x) интегрируема в элементарных функциях.
Доказательство. Введем новую переменную 
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Это универсальная тригонометрическая подстановка. 
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Поэтому 


[image: image71.wmf]2

222

211

(sin,cos)tg,

2

111

xtt

RxxdxtRdt

ttt

æö

-

====

ç÷

ç÷

+++

èø

òò



[image: image72.wmf]1

()

Rtdt

=

ò

.

Получен интеграл от рациональной функции
( имеет элементарную первообразную, в которую подставим 
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Пример.   
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Определение. Подстановку, превращающую интеграл в интеграл от рациональной функции будем называть рационализирующей подстановкой для рассматриваемого интеграла.

Замечание. Часто другие подстановки дают более короткие решения. Например:
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При этом
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Понизим степень: 
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Далее – возведение в степень (которая теперь вдвое меньше, чем в условии задачи) и т.д.

е) 
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7.5.3. Класс R(ex). 
Теорема. R(ex) интегрируема в элементарных функциях.

Доказательство. 
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7.5.4. Класс   
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Теорема. Функции класса 
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 интегрируемы в элементарных функциях.

Доказательство. Рационализирующей является  подстановка
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(N  есть  наименьшее общее кратное  показателей корней).
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Пример.      
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Проинтегрировав, подставим 
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7.5.5.   Классы       
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 .
Здесь   ni   и   mi     (i = 1, 2, …, k)    натуральные, a, b, c, d – действительные.

Теорема. Каждая функция этих классов интегрируема в элементарных функциях.

Рационализирующей  является  замена подкоренного выражения на  
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7.5.6. Класс 
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Теорема. Функции 
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 интегрируемы в элементарных функциях.

Доказательство. 
Достаточно рассмотреть функции трех следующих видов:
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так как общий случай сводится к одному из них выделением полного квадрата и введением новой переменной. 
Будем  использовать  формулы
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Замечание. Существуют другие рационализирующие подстановки при интегрировании функций класса 
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Приведем несколько частных случаев.

а). Интегралы вида 
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аналогично интегралам 
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Рационализирующая подстановка:     
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в) Интегралы вида 
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 можно привести к одному из видов 
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и проинтегрировать по частям.

Пример. 
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Получено  уравнение,  содержащее  искомый  интеграл       (   
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Аналогично
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7.5.7. Класс дифференциальных биномов 
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 a, b – действительные числа, m, n, p – рациональные.

Теорема Чебышева. Дифференциальный бином интегрируется в элементарных функциях в следующих трех случаях:

1.  p – целое,      2.  
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Рационализирующие подстановки в случаях 2 и 3 соответственно таковы:
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дроби p.

Пример. 
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Имеем: 
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После интегрирования подставим 
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